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线性代数计算笔记 Lecture 1

Lecture 1：线性方程组的几何解释

本讲把同一个方程组分别看成平面的交点与列向量的线性组合。先学会转换表示，再判断解的情况。

1.1从方程组写出矩阵式

适用 已知线性方程组，需要整理系数、未知量和常数项。

步骤 固定未知量顺序；逐行抄出系数，缺项补零；把常数写成同一顺序的列向量。

例题 把下面方程组写成矩阵式： 
x1 + x2 + x3 = 2,

2x1 − x2 + x3 = −1,

x1 + 2x2 − x3 = 6.

按未知量 x1, x2, x3的顺序排列：

A =

1 1 1

2 −1 1

1 2 −1

 , x =

x1x2
x3

 , b =

 2

−1
6

 , Ax = b.

每行对应三维空间中的一个平面。三个平面的公共点为

x =

 1

2

−1

 .

验算 Ax =

 2

−1
6

 = b，三个方程均成立。

易错 换未知量顺序时必须同时交换矩阵的列；常数项不能混入系数矩阵。

1.2把矩阵乘向量写成列组合

适用 想理解 Ax = b是否能由 A的列向量拼出 b。

步骤 记 A = [a1 a2 a3]；用 xi乘第 i列，再逐项相加。

例题

A =

1 2 0

0 1 1

2 0 1

 , x =

 2

−1
3

 .

求 Ax。按列展开：

Ax = 2

10
2

−
21
0

+ 3

01
1

 =

02
7

 .

因此 b是三列的线性组合，组合系数依次是 2,−1, 3。
验算 按行计算得到 Ax = (2− 2, −1 + 3, 4 + 3)T = (0, 2, 7)T。

易错 系数乘的是整列；不能把 xi与第 i行对应。

1



线性代数计算笔记 Lecture 1

1.3区分唯一解、无解和无穷多解

适用 观察独立约束是否足够，以及方程之间是否相容。此处先看简单结构，系统消元放在下一讲。

步骤 先找能直接求出的未知量；若某行是其他行的和，就比较右端项是否也满足同样关系。

例题 情形一：

A =

1 0 2

0 1 −1
0 0 3

 , b =

50
6

 .

第三行给 x3 = 2，第二行给 x2 = 2，第一行给 x1 = 1，故唯一解为 x = (1, 2, 2)T。

情形二、三使用同一组系数，比较两个右端项：

B =

1 1 0

0 1 1

1 2 1

 , c =

23
5

 , d =

23
6

 .

第三行是前两行之和。对 Bx = c，第三个常数也是前两个之和，令 x3 = t得

x =

−13
0

+ t

 1

−1
1

 , t ∈ R.

对 Bx = d，却要求 2 + 3 = 6，所以无解。

验算 唯一解代回 Ax = b；无穷多解检查 Bxp = c、Bs = 0；无解检查常数项矛盾。

易错 方程多并不保证唯一解；关键在于独立约束和相容性。

2



线性代数计算笔记 Lecture 2

Lecture 2：矩阵消元

消元的目标是逐步减少未知量之间的耦合。每次行变换都必须同时作用于右端项。

2.1高斯消元与回代

适用 方程组需要先化为上三角形，再自下而上求解。

步骤 选择非零主元；用“目标行减倍数乘主元行”消元；得到上三角方程组后回代。

例题

A =

 2 1 −1
4 3 1

−2 1 2

 , b =

−31
2

 .

先做 R2 ← R2 − 2R1、R3 ← R3 +R1，再做 R3 ← R3 − 2R2：

[A | b] −→

2 1 −1 −3
0 1 3 7

0 2 1 −1

 −→
2 1 −1 −3
0 1 3 7

0 0 −5 −15

 .

回代：−5x3 = −15，x2 + 3x3 = 7，2x1 + x2 − x3 = −3，得到

x =

 1

−2
3

 .

验算 Ax =

−31
2

 = b。

易错 后一步使用的是已经更新的行；不要继续使用消元前的旧数据。

3



线性代数计算笔记 Lecture 2

2.2用消元矩阵表示行变换

适用 需要把一次行操作写成矩阵乘法，或恢复被消去的行。

步骤 在单位矩阵上实施同样的行变换得到 E；左乘 A；恢复时用 E−1。

例题

A =

1 2 −1
3 5 2

2 −1 4

 .

要做 R2 ← R2 − 3R1，在 I 上做同样操作：

E =

 1 0 0

−3 1 0

0 0 1

 , EA =

1 2 −1
0 −1 5

2 −1 4

 .

逆操作为 R2 ← R2 + 3R1，因此

E−1 =

1 0 0

3 1 0

0 0 1

 .

验算 E−1(EA) = A，且只有第二行发生变化。

易错 行变换对应左乘；连续先做 E1再做 E2，总矩阵是 E2E1。

2.3主元为零时换行

适用 当前位置主元为零，但同列下方仍有非零元素。

步骤 先交换行，把非零元素移到主元位置；同步交换右端项；继续消元。

例题

A =

0 2 1

1 −1 2

2 1 0

 , b =

 1

−1
5

 .

交换 R1, R2：

[PA | Pb] =

1 −1 2 −1
0 2 1 1

2 1 0 5

 .

再做 R3 ← R3 − 2R1、R3 ← R3 − 3
2R2：

[U | c] =

1 −1 2 −1
0 2 1 1

0 0 −11
2

11
2

 .

回代得到 x3 = −1、x2 = 1、x1 = 2。

验算 A(2, 1,−1)T = b。

易错 某个主元为零不等于矩阵不可逆；应先检查能否换行。

4



线性代数计算笔记 Lecture 2

2.4从矛盾行判定无解

适用 消元时系数行变成零，但对应常数不为零。

步骤 先消去线性相关的行；观察是否出现 [0 · · · 0 | c]且 c ̸= 0。

例题

A =

1 2 1

2 4 2

0 1 −1

 , b =

37
0

 .

做 R2 ← R2 − 2R1： 1 2 1 3

0 0 0 1

0 1 −1 0

 .

第二行要求 0 = 1，因此无解，后续未知量无需继续求。

验算 原方程左端第二行是第一行的两倍，但 7 ̸= 2× 3。

易错 零系数行且右端也为零，只表示冗余约束，不是矛盾。

5



线性代数计算笔记 Lecture 3

Lecture 3：矩阵乘法与逆矩阵

先掌握矩阵乘法的四种组织方式，再用行变换求逆。四种乘法使用四组独立数据。

3.1行乘列：逐元素计算

适用 需要积矩阵的少数元素，或矩阵没有明显结构。

步骤 若 A为m× n、B 为 n× p，则 cij =
∑n

k=1 aikbkj；每个元素用一行点乘一列。

例题

A =

1 2 −1
0 3 2

2 −1 1

 , B =

2 0 1

1 −2 3

0 1 2

 .

例如第一行第三列为 1× 1 + 2× 3 + (−1)× 2 = 5。逐项计算得

AB =

4 −5 5

3 −4 13

3 3 1

 .

验算 另查 c32 = 2× 0 + (−1)(−2) + 1× 1 = 3，与结果一致。

易错 相乘条件是内侧维数相同；结果的行数来自 A，列数来自 B。

3.2按列计算矩阵乘积

适用 右矩阵各列较稀疏，适合把积矩阵逐列求出。

步骤 写 B = [b1 b2 b3]，则 AB = [Ab1 Ab2 Ab3]；每列再看成 A的列组合。

例题

A =

2 0 1

1 1 −1
0 2 3

 , B =

1 0 2

0 1 −1
1 2 0

 .

Ab1 = a1 + a3 =

30
3

 ,

Ab2 = a2 + 2a3 =

 2

−1
8

 ,

Ab3 = 2a1 − a2 =

 4

1

−2

 .

把三列按原顺序拼回：

AB =

3 2 4

0 −1 1

3 8 −2

 .

验算 检查第一列第一项 2× 1 + 0× 0 + 1× 1 = 3。

易错 这是按 B 的列分解；列组合的素材取自 A。

6



线性代数计算笔记 Lecture 3

3.3按行计算矩阵乘积

适用 左矩阵各行较稀疏，适合把积矩阵逐行求出。

步骤 记 B 的行为 r1, r2, r3；AB 的第 i行为 ai1r1 + ai2r2 + ai3r3。

例题

A =

1 0 2

0 −1 1

2 1 0

 , B =

1 3 0

2 −1 1

0 2 4

 .

(AB)1,: = r1 + 2r3 =
[
1 7 8

]
,

(AB)2,: = −r2 + r3 =
[
−2 3 3

]
,

(AB)3,: = 2r1 + r2 =
[
4 5 1

]
.

AB =

 1 7 8

−2 3 3

4 5 1

 .

验算 第一行第二项也可由 1× 3 + 0× (−1) + 2× 2 = 7得到。

易错 行组合的系数来自 A的行，被组合的是 B 的行。

3.4列乘行：外积之和

适用 需要把乘积拆成秩至多为一的简单矩阵，或利用非零列、行对。

步骤 写 A = [a1 a2 a3]，记 B 的行为 rk；计算 AB =
∑3

k=1 akrk。

例题

A =

1 0 −1
2 1 0

0 3 1

 , B =

2 1 0

0 −1 2

1 0 3

 .

每项取左矩阵的一列乘右矩阵的对应行：

a1r1 =

2 1 0

4 2 0

0 0 0

 ,

a2r2 =

0 0 0

0 −1 2

0 −3 6

 ,

a3r3 =

−1 0 −3
0 0 0

1 0 3

 .

AB = a1r1 + a2r2 + a3r3 =

1 1 −3
4 1 2

1 −3 9

 .

验算 按行乘列检查 (AB)23 = 2× 0 + 1× 2 + 0× 3 = 2。

易错 外积的结果是矩阵；不要误算成行乘列得到的标量。
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3.5 Gauss–Jordan消元求逆

适用 A是方阵，并且能够消元得到单位矩阵。

步骤 把单位矩阵接在右侧；所有行操作同步作用于整个增广矩阵；左侧变为 I 后，右侧就是逆矩

阵。

例题

A =

1 1 0

0 1 1

1 0 0

 .

先做 R3 ← R3 −R1、R3 ← R3 +R2：

[A | I] −→

1 1 0 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 0 1 −1 1 1

 .

再做 R2 ← R2 −R3、R1 ← R1 −R2：

[I | A−1] =

1 0 0 0 0 1

0 1 0 1 0 −1
0 0 1 −1 1 1

 .

验算 AA−1 = A−1A = I。

易错 右侧必须跟着做全部行操作；不能只把 A化简后再拼一个单位矩阵。

3.6用消元判断不可逆

适用 方阵是否有逆尚不确定。

步骤 先消元；若缺少某列主元，或出现零行，秩就小于阶数，矩阵不可逆。

例题

A =

1 2 3

0 1 1

1 3 4

 .

做 R3 ← R3 −R1 −R2，得到零行；继续化简：

R =

1 0 1

0 1 1

0 0 0

 .

只有两个主元，rank(A) = 2 < 3，所以 A−1不存在。

验算 A(−1,−1, 1)T = 0，存在非零零空间向量。

易错 只有方阵才讨论通常意义的双侧逆；满秩的非方阵也不应直接记作 A−1。

8
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3.7计算矩阵乘积的逆

适用 乘积中的每个方阵均可逆。

步骤 把乘积的因子顺序反过来，再分别求逆：(AB)−1 = B−1A−1。

例题

A =

1 0 1

0 1 0

0 0 1

 , B =

1 0 0

2 1 0

0 0 1

 .

A−1 =

1 0 −1
0 1 0

0 0 1

 , B−1 =

 1 0 0

−2 1 0

0 0 1

 .

(AB)−1 = B−1A−1 =

 1 0 −1
−2 1 2

0 0 1

 .

验算 直接相乘有 (AB)(B−1A−1) = I；本题 A−1B−1的 (2, 3)项为 0，而正确结果该项为 2。

易错 一般不能交换矩阵乘法顺序；逆矩阵的顺序必须倒置。
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Lecture 4：分解为 A = LU

把消元过程保存下来，就可以重复求解同一系数矩阵对应的不同方程组。这里的 L对角线统一为 1。
4.1从消元倍数构造 LU分解

适用 方阵消元时无需换行，并且各步主元非零。

步骤 把消元后的上三角矩阵记作 U；把第 i行消去第 j 列时的倍数 lij 填入 L的对应位置。

例题

A =

 2 1 0

4 5 1

−2 8 5

 .

操作为 R2 ← R2 − 2R1、R3 ← R3 +R1、R3 ← R3 − 3R2。倍数分别为 2,−1, 3，所以

L =

 1 0 0

2 1 0

−1 3 1

 , U =

2 1 0

0 3 1

0 0 2

 , A = LU.

验算 相乘 LU =

 2 1 0

4 5 1

−2 8 5

 = A。

易错 L中填消元倍数本身；消元矩阵中对应位置才是倍数的相反数。
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4.2前代、回代与多右端项复用

适用 已经知道 A = LU，需要求一个或多个右端项对应的解。

步骤 先从上向下解 Ly = b；再从下向上解 Ux = y。换右端项时复用同一组 L,U。

例题

A =

 1 2 1

−1 0 −2
2 6 4

 , L =

 1 0 0

−1 1 0

2 1 1

 , U =

1 2 1

0 2 −1
0 0 3

 .

第一组右端项为 b1 =

 1

−5
4

。前代依次得

y1 =

 1

−4
6

 .

回代：3x3 = 6，2x2 − x3 = −4，x1 + 2x2 + x3 = 1，得到 x(1) = (1,−1, 2)T。

第二组右端项为 b2 =

30
6

，直接复用分解：

Ly2 = b2 ⇒ y2 =

 3

3

−3

 , Ux(2) = y2 ⇒ x(2) =

 2

1

−1

 .

验算 Ax(1) = b1、Ax(2) = b2；两个方程组不需要重复分解。

易错 Ly = b用前代，Ux = y用回代；不要把两个右端项混用。
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4.3需要换行时计算 PA = LU

适用 消元前需要交换行。这里示范首步换行的情形。

步骤 把换行记作 P；对 PA进行普通消元得到 L,U；解方程时同步改用 Pb。

例题

A =

0 2 1

1 1 0

2 0 2

 , b =

33
0

 .

交换前两行，再用倍数 2,−1消去第三行的前两项：

P =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 , L =

1 0 0

0 1 0

2 −1 1

 , U =

1 1 0

0 2 1

0 0 3

 .

PA = LU, Pb =

33
0

 .

前代 Ly = Pb得 y = (3, 3,−3)T，回代得 x = (1, 2,−1)T。
验算 PA = LU 且 Ax = b。

易错 若消元进行到中途才换行，L中此前已记录的相应行部分也要同步交换。
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Lecture 5：转置、置换与实向量空间

本讲区分矩阵的行、列操作，并开始检查向量集合是否构成子空间。

5.1转置与乘积转置

适用 需要交换行列，或把矩阵乘积整体转置。

步骤 把 (i, j)元移到 (j, i)；乘积转置时反转顺序：(AB)T = BTAT。

例题

A =

1 −1 2

0 2 1

3 0 1

 , B =

0 1 2

1 0 −1
2 1 0

 .

AT =

 1 0 3

−1 2 0

2 1 1

 , BT =

0 1 2

1 0 1

2 −1 0

 .

(AB)T = BTAT =

3 4 2

3 1 4

3 −2 6

 .

验算 先求 AB 再交换行列，得到相同结果。

易错 一般 (AB)T ̸= ATBT；转置不是求逆。

5.2置换矩阵的左乘与右乘

适用 需要用矩阵表示交换行或交换列。

步骤 对 I 交换两行得到 P；PA交换 A的对应行，AP 交换对应列。

例题

A =

1 2 4

3 5 7

6 8 9

 , P =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

 .

PA =

3 5 7

1 2 4

6 8 9

 , AP =

2 1 4

5 3 7

8 6 9

 .

本题左乘交换第 1、2行，右乘交换第 1、2列。
验算 P TP = I，交换两次恢复原矩阵：P (PA) = A、(AP )P = A。

易错 一般置换要用 P−1 = P T 恢复；本题单次对换才满足 P−1 = P。
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5.3计算 A的转置乘 A并检查对称性

适用 要计算列向量之间的内积，或构造一个对称矩阵。

步骤 ATA的 (i, j)元是第 i, j 列的内积；先算对角和上三角，再利用对称性补齐。

例题

A =

1 1 0

2 0 1

0 1 2

 .

例如 g11 = 12 + 22 + 02 = 5，g12 = 1× 1 + 2× 0 + 0× 1 = 1，g23 = 0 + 0 + 2 = 2。

ATA =

5 1 2

1 2 2

2 2 5

 .

验算 结果与其转置相同；对角线是各列长度的平方，均非负。

易错 ATA与 AAT 通常不同；对非方阵，两者的阶数也可能不同。

5.4检验子空间并写成参数形式

适用 集合由向量约束给出，需要判断是否为子空间。

步骤 检查零向量、加法与数乘封闭性；齐次线性约束可以直接用其线性性质验证；再把受约束变

量表示成自由参数。

例题 考虑 S = {x ∈ R3 : Ax = 0}，其中

A =

1 1 1

2 2 2

3 3 3

 .

三个约束等价于 x1 + x2 + x3 = 0。零向量满足约束；若 Au = Av = 0，则 A(αu + βv) = 0，故 S

是子空间。令 x2 = s, x3 = t：

x = s

−11
0

+ t

−10
1

 , s, t ∈ R.

对比 T = {x : Ax = (1, 2, 3)T }：零向量不满足，所以 T 不是子空间。

验算 参数式中任意向量都满足三行约束；s = t = 0时得到零向量。

易错 只检查加法不够；只要零向量不在集合内，就可直接否定。
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Lecture 6：列空间与零空间

列空间回答“哪些右端项能够求解”，零空间回答“哪些输入会得到零”。本讲先用直接关系计算，第

7讲再系统构造特殊解。
6.1判断向量是否属于列空间

适用 给定 b，判断它是否可写成 A的列向量的线性组合。

步骤 解 Ax = b；存在解就属于 C(A)。有明显的行关系时，可以先写出右端项必须满足的条件。

例题

A =

1 0 1

0 1 1

1 1 2

 , b =

23
5

 .

第三行是前两行之和，故可解条件为 b3 = b1 + b2。本题 5 = 2 + 3，并且

A

23
0

 =

23
5

 .

所以 b ∈ C(A)。相反，c = (2, 3, 6)T 不满足该关系，故 c /∈ C(A)。

验算 直接求出组合 b = 2a1 + 3a2，不只停留在条件判断。

易错 属于列空间只要求存在一个解，不要求解唯一。

6.2利用主元列计算列空间的基

适用 需要从原矩阵的列中选出独立生成向量。

步骤 对 A行化简；记录主元所在列号；回到原矩阵取对应列。

例题

A =

1 2 0 3

0 0 1 1

2 4 1 7

 −→ R =

1 2 0 3

0 0 1 1

0 0 0 0

 .

主元在第 1、3列，因此

BC(A) =


10
2

 ,

01
1


 , dimC(A) = 2.

原矩阵另外两列满足 a2 = 2a1、a4 = 3a1 + a3，所以两列已能生成全部列。

验算 所选两列线性无关，且每个未选列均可由它们组合得到。

易错 行变换一般改变列空间；R的主元列只提供列号，不能直接替代 A的列。
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6.3由阶梯方程直接读出零空间

适用 矩阵已是简单阶梯形，未知量之间的关系容易回代。

步骤 令无主元列对应变量为参数；由下往上表示主元变量；把参数提取到向量前。

例题

A =

1 2 −1
0 1 3

0 0 0

 , Ax = 0.

第二行给 x2 = −3x3，第一行给 x1 = −2x2 + x3 = 7x3。令 x3 = t：

x = t

 7

−3
1

 , N(A) = span


 7

−3
1


 .

零空间位于 R3，维数为 1。
验算 A(7,−3, 1)T = 0。

易错 零空间一定包含零向量；参数取零不能被排除。
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Lecture 7：求解 Ax = 0：主元变量与特殊解

每个自由变量对应一个特殊解。把特殊解放成列，就得到零空间的一组基。

7.1行最简形与特殊解

适用 一般齐次方程组，需要系统求出全部解。

步骤 化为 R；找自由变量；每次只令一个自由变量为 1，其余为 0，再求主元变量。
例题

A =

1 2 1 0

2 4 3 1

1 2 2 1

 −→ R =

1 2 0 −1
0 0 1 1

0 0 0 0

 .

可先做 R2 ← R2 − 2R1、R3 ← R3 −R1，再消去重复行和主元上方元素。主元变量为 x1, x3，自由

变量为 x2, x4。

令 (x2, x4) = (1, 0)和 (0, 1)，分别得到

s1 =


−2
1

0

0

 , s2 =


1

0

−1
1

 .

x = c1s1 + c2s2, c1, c2 ∈ R.

验算 As1 = As2 = 0，两特殊解的自由分量构成 2× 2单位阵，所以线性无关。

易错 特殊解是齐次解的基向量，不是非齐次方程的特解。

7.2从标准分块形式直接构造零空间矩阵

适用 主元列已排在前面，行最简形的非零部分为 [I F ]。

步骤 由 xp + Fxf = 0得 xp = −Fxf；因此全部解为 x = Nxf，其中 N =
(−F

I

)
。

例题

A =

1 0 2 −1
0 1 −1 3

1 1 1 2

 −→ R =

1 0 2 −1
0 1 −1 3

0 0 0 0

 .

前两列为主元列，后两列为自由列。取 F 为前两行后两列：

F =

[
2 −1
−1 3

]
, N =


−2 1

1 −3
1 0

0 1

 .

x = N

[
s

t

]
, s, t ∈ R.

矩阵 N 的两列就是零空间基。这里出现的 2× 2块只是原矩阵计算中的分块。

验算 AN = 0；N 的最后两行是单位阵，保证两个基向量独立。

易错 只有在主元变量和自由变量按对应顺序排列后，才能直接套用这个分块表达式。
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7.3主元列不连续时还原变量顺序

适用 自由列与主元列交错，或第一列本身就是自由列。

步骤 按原列号标记变量；直接逐个设置自由变量；最终向量仍按 x1, x2, . . .排列。若先交换列，最

后必须逆置换。

例题

A =

0 1 2 3

0 2 4 6

0 1 3 4

 −→ R =

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0

 .

主元列为第 2、3列，自由变量是 x1, x4；方程为 x2 + x4 = 0、x3 + x4 = 0。因此

x = s


1

0

0

0

+ t


0

−1
−1
1

 , s, t ∈ R.

验算 将两个向量分别代入 A，结果均为零。第一列全零，所以 (1, 0, 0, 0)T 必在零空间中。

易错 不能见到两个主元就默认 x1, x2为主元变量；应看实际列号。
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Lecture 8：求解 Ax = b：行最简形

非齐次方程先判断是否相容，再求一个特解，最后加上全部齐次解。

8.1对含参数右端项求相容条件

适用 系数矩阵固定，右端项含一个或多个参数。

步骤 对系数部分消元；同样操作作用于右端；每个零系数行对应一个必须为零的线性表达式。

例题

A =

1 1 0

0 1 2

1 2 2

 , b =

b1b2
b3

 .

做 R3 ← R3 −R1 −R2： 1 1 0 b1

0 1 2 b2

0 0 0 −b1 − b2 + b3

 .

所以相容条件为

b3 = b1 + b2.

相容时令 x3 = t，由第二行得 x2 = b2 − 2t，再由第一行得 x1 = b1 − b2 + 2t。

验算 代入第三行得到 x1 + 2x2 + 2x3 = b1 + b2，与相容条件一致。

易错 相容条件来自零系数行的右端，不是要求右端项的每个分量都为零。
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8.2特解加齐次解：写出全部非齐次解

适用 方程组相容，并存在自由变量。

步骤 对 [A | b]化简；先令自由变量为零求 xp；再求 Axn = 0的特殊解；相加。

例题

A =

1 1 1 0

0 1 2 1

1 2 3 1

 , b =

 1

−1
0

 .

做 R3 ← R3 −R1 −R2、R1 ← R1 −R2，得到

[R | d] =

1 0 −1 −1 2

0 1 2 1 −1
0 0 0 0 0

 .

自由变量为 x3, x4。令二者为零得 xp = (2,−1, 0, 0)T；再分别令自由变量为 (1, 0)、(0, 1)，得到

s1 =


1

−2
1

0

 , s2 =


1

−1
0

1

 .

x =


2

−1
0

0

+ s


1

−2
1

0

+ t


1

−1
0

1

 , s, t ∈ R.

验算 Axp = b、As1 = As2 = 0，所以任意参数都给出同一右端项。

易错 特解只需要找一个；齐次部分必须包含全部自由方向。
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8.3用秩分类解的数量

适用 已经得到阶梯形，需要快速确定解的类型。

步骤 先比较 r = rank(A) 和 rank([A | b])；不等则无解，相等则有解。相容时，r = n 为唯一解，

r < n为无穷多解。

例题

A =

1 0 2

0 1 −1
2 1 3

 , b =

12
4

 , c =

12
5

 .

对 A做 R3 ← R3 − 2R1 −R2得零行。b3 = 2b1 + b2，故两个秩均为 2，有一个自由变量；对 c，相

同行操作的右端为 1，故增广矩阵秩为 3，无解。
再看唯一解的例子：

B =

1 1 0

0 1 2

1 0 1

 , d =

30
2

 .

做 R3 ← R3 −R1、R3 ← R3 +R2，第三个主元为 3，所以两个秩均为 3，唯一解为

x =


7
3
2
3

−1
3

 .

验算 对相容系统，自由变量数一律为 n− r；唯一解代回 Bx = d。

易错 未知量数量 n是列数；不要拿方程数量m与秩比较来判断唯一性。
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Lecture 9：线性无关、基与维数

把向量并成矩阵后，主元列决定哪些向量独立；参数表示决定子空间需要多少个独立方向。

9.1用齐次方程判断线性无关

适用 给定向量组，需要判断能否非平凡地组合成零。

步骤 将向量作为列组成 A；求 Ac = 0。只有零解则独立，有非零解则相关，并可读出关系式。

例题

A = [v1 v2 v3] =

1 0 1

1 1 2

0 1 1

 −→ R =

1 0 1

0 1 1

0 0 0

 .

令 c3 = t，得到 c1 = c2 = −t。取 t = 1得

−v1 − v2 + v3 = 0.

所以三个向量线性相关，其中 v3 = v1 + v2。

验算 直接按坐标相加可验证；矩阵只有两个主元。

易错 一个非零向量本身独立，但多个非零向量仍可能线性相关。

9.2从生成向量中筛选一组基

适用 已知某子空间由若干向量生成，需要去掉冗余。

步骤 将生成向量并为矩阵；行化简；取原矩阵的主元列；主元数就是维数。

例题

A =

1 2 0 1

1 2 1 2

1 2 2 3

 −→ R =

1 2 0 1

0 0 1 1

0 0 0 0

 .

主元列为第 1、3列，所以

B =


11
1

 ,

01
2


 , dim span(v1, v2, v3, v4) = 2.

剩余列满足 v2 = 2v1、v4 = v1 + v3，可以删去。

验算 保留列独立，删去列仍能由保留列生成，两个条件都满足。

易错 基必须既独立又能生成；不能仅凭向量数量判断是否为基。
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9.3从线性约束计算子空间的基和维数

适用 子空间以满足一组齐次方程的向量集合给出。

步骤 把约束写为 Ax = 0；消元识别独立约束；参数化并提取参数向量；参数向量独立时就是基。

例题 求 S = {x ∈ R4 : Ax = 0}的基，其中

A =

1 1 0 1

0 1 1 0

1 2 1 1

 , R =

1 0 −1 1

0 1 1 0

0 0 0 0

 .

约束为 x1 − x3 + x4 = 0、x2 + x3 = 0。令 x3 = s, x4 = t：

x = s


1

−1
1

0

+ t


−1
0

0

1

 .

所以这两个参数向量构成 S 的一组基，dimS = 4− 2 = 2。

验算 两个向量分别满足原来的三条约束；它们的自由分量独立。

易错 第三条约束若由前两条相加得到，就不能再多减一次维数。

9.4把独立向量补成整个空间的一组基

适用 已知几个独立向量，需要补成整个空间的一组基。

步骤 依次尝试加入标准基向量；只保留能增加秩的列；达到所在空间的维数时停止。

例题 已知 v1 = (1, 1, 0)T、v2 = (1, 0, 1)T。尝试加入 e1 = (1, 0, 0)T，构成主体矩阵

B = [v1 v2 e1] =

1 1 1

1 0 0

0 1 0

 .

做 R2 ← R2 −R1、R3 ← R3 +R2，主元依次为 1,−1,−1。因此 {v1, v2, e1}是 R3的一组基。

验算 三个主元说明三列独立；三个独立方向已经生成 R3。

易错 不能任意添加一个向量就认为能补全基；添加后秩必须增加。
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9.5求向量在给定基下的表示系数

适用 基向量已给定，需要知道某个向量由它们怎样组合。

步骤 按指定顺序将基向量排成列矩阵 B；解 Bc = v；系数列 c就是该基下的坐标。

例题

B = [v1 v2 v3] =

1 1 0

0 1 1

1 0 2

 , v =

12
8

 .

方程为 c1 + c2 = 1、c2 + c3 = 2、c1 + 2c3 = 8。用前两式消去 c1, c3，第三式变为 5− 3c2 = 8，因此

[v]B = c =

 2

−1
3

 .

验算 2v1 − v2 + 3v3 = v。

易错 基向量顺序改变，坐标分量的顺序也会改变；v的标准坐标通常不同于 [v]B。
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Lecture 10：四个基本子空间

对m×n矩阵，列空间与左零空间在实m维空间中，行空间与零空间在实 n维空间中。四种基本计算
各用独立例题。

10.1计算列空间 C(A)

适用 求输出方向构成的空间及其维数。

步骤 消元记录主元列号；取原矩阵对应列；维数等于秩。

例题

A =


1 1 2

0 1 1

1 2 3

2 1 3

 −→ R =


1 0 1

0 1 1

0 0 0

0 0 0

 .

第 1、2列为主元列，所以

BC(A) =




1

0

1

2

 ,


1

1

2

1


 , dimC(A) = 2.

这些基向量有四个分量，因此 C(A) ⊆ R4；第三列为前两列之和。

验算 两列独立并生成全部三列；r = 2。

易错 不要把列数 3当作列空间所在空间的维数；每列的分量数才决定所在空间。

10.2计算行空间 C(A的转置)

适用 求所有行向量生成的空间。

步骤 对 A行化简；取行最简形的所有非零行；若统一写列向量，就把这些行转置。

例题

A =

1 2 1 0

0 1 1 1

1 3 2 1

 −→ R =

1 0 −1 −2
0 1 1 1

0 0 0 0

 .

BC(AT ) =




1

0

−1
−2

 ,


0

1

1

1


 , dimC(AT ) = 2.

每个基向量有四个分量，因此行空间在 R4中。行变换只做可逆行组合，行空间保持不变。

验算 原第一行等于 R 的第一行加两倍第二行；原第二行就是 R 的第二行；第三行是原前两行之

和。

易错 行空间可以取 R的非零行；这条规则不能套用到列空间。
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10.3计算零空间 N(A)

适用 求所有使 Ax = 0的输入向量。

步骤 求 R；为每个自由变量构造一个特殊解；特殊解组成零空间基，维数为 n− r。

例题

A =

1 −1 2 0

0 1 1 2

1 0 3 2

 −→ R =

1 0 3 2

0 1 1 2

0 0 0 0

 .

由 x1 + 3x3 + 2x4 = 0、x2 + x3 + 2x4 = 0得

BN(A) =




−3
−1
1

0

 ,


−2
−2
0

1


 , dimN(A) = 4− 2 = 2.

零空间在 R4中，因为输入有四个分量。

验算 两个基向量分别满足 Av = 0；自由分量分别是 (1, 0)与 (0, 1)。

易错 N(A)中向量的分量数是列数；不是零行的数量。

10.4转置后求左零空间 N(A的转置)

适用 求所有满足 yTA = 0的行关系，统一把 y写成列向量。

步骤 先转置；对 AT y = 0构造特殊解；所得基向量位于 Rm，维数为m− r。

例题

A =


1 0 1

0 1 2

1 1 3

2 −1 0

 , rref(AT ) =

1 0 1 2

0 1 1 −1
0 0 0 0

 .

自由变量是 y3, y4。分别取 (1, 0)、(0, 1)：

BN(AT ) =




−1
−1
1

0

 ,


−2
1

0

1


 , dimN(AT ) = 4− 2 = 2.

第一个基向量表示原矩阵第 3行等于前两行之和；第二个表示第 4行等于第 1行的两倍减第 2行。
验算 分别计算 AT y = 0，等价地验证各行的加权和为零。

易错 左零空间不是 N(A)；应先转置，未知量个数随之变为行数。
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10.5累计行变换直接提取左零空间

适用 已经对 A消元，希望同时记录零行来自哪些原始行。

步骤 对 [A | Im]同步做行变换，得到 [R | E]；R中每个零行对应的 E行转置后，就是左零空间基。

例题

A =

1 1 0

0 1 2

1 3 4

 .

做 R3 ← R3 −R1、R3 ← R3 − 2R2，最后做 R1 ← R1 −R2：

[A | I] −→ [R | E] =

1 0 −2 1 −1 0

0 1 2 0 1 0

0 0 0 −1 −2 1

 .

第三行左侧为零，取右侧第三行的转置：

y =

−1−2
1

 , N(AT ) = span


−1−2

1


 .

本题m = n = 3, r = 2，四个空间的维数依次为 2, 2, 1, 1。

验算 EA = R，且 yTA = 0；右侧来自可逆行操作，取出的零行关系相互独立。

易错 只有把整个行变换同步作用于单位矩阵，右侧才能正确记录系数。
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Lecture 11：把矩阵视为向量：矩阵子空间

本讲仅保留矩阵子空间的基与维数。这里的“向量”是整个矩阵，线性组合仍按对应元素进行。

11.1参数化矩阵子空间并提取基

适用 矩阵集合的各元素满足线性约束，或整个矩阵由若干参数描述。

步骤 先用互相独立的参数表示所有元素；对每个参数提取一个系数矩阵；检查系数矩阵独立，数

量就是维数。

例题 求以下矩阵空间的基和维数：

S =


a b c

b a 0

c 0 a

 : a, b, c ∈ R

 .

逐参数拆开：

X = a

1 0 0

0 1 0

0 0 1

+ b

0 1 0

1 0 0

0 0 0

+ c

0 0 1

0 0 0

1 0 0

 .

三块矩阵都属于 S，并生成任意 X。若 αB1 + βB2 + γB3 = 0，依次看 (1, 1), (1, 2), (1, 3)元，得到

α = β = γ = 0。因此 {B1, B2, B3}是基，dimS = 3。

一般情况下，也可按固定顺序把每个 3 × 3矩阵展开为九维列向量，然后用消元判断这些矩阵是否

独立。

验算 将任意参数代入拆分式可恢复原矩阵；三块系数矩阵没有非平凡零组合。

易错 这里求的是矩阵空间的维数，不是某一个 3× 3矩阵的秩；两者不能混同。
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Lecture 14：正交向量与正交子空间

从本讲继续使用MIT原讲次编号。正交计算的核心是内积为零；子空间问题只需检查一组生成向量。
14.1用内积判断向量是否正交

适用 判断实向量之间是否垂直。

步骤 对应分量相乘再求和；内积为零则正交，长度不必为 1。
例题

u =

 1

2

−1

 , v =

 2

−1
0

 , w =

10
1

 .

uT v = 1× 2 + 2× (−1) + (−1)× 0 = 0,

uTw = 1× 1 + 2× 0 + (−1)× 1 = 0,

vTw = 2× 1 + (−1)× 0 + 0× 1 = 2.

所以 u ⊥ v、u ⊥ w，但 v, w不正交。

验算 内积对调次序不变；uTu = 6，因此 u不是单位向量。

易错 与同一个向量正交的两个向量，不一定彼此正交。

14.2用生成矩阵判断两个子空间正交

适用 两个子空间各有一组生成向量；这些向量不必本身都是基。

步骤 把生成向量分别排成列矩阵 A,B；计算 ATB；整个乘积为零才表示每对方向都正交。

例题 令 U = C(A), V = C(B)，其中

A =


1 0 1

0 1 1

1 0 1

0 1 1

 , B =


1 0 1

0 1 1

−1 0 −1
0 −1 −1

 .

ATB =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

 .

因此 U ⊥ V。本题两矩阵都秩为 2，且 2 + 2 = 4，所以进一步得到 V = U⊥。

验算 任取 u = Aα, v = Bβ，都有 uT v = αTATBβ = 0。

易错 只检验一对向量不够；要断言互为正交补，还需维数相加等于环境维数。
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14.3把求正交补转化为求零空间

适用 已知子空间由若干向量生成，要找与其中所有向量都正交的方向。

步骤 把生成向量放成列矩阵 A；解 AT y = 0，即 C(A)⊥ = N(AT )。

例题 设 S = C(A)，其中

A =


1 0 1

1 1 2

0 1 1

1 −1 0

 .

rref(AT ) =

1 0 −1 2

0 1 1 −1
0 0 0 0

 .

令自由变量 y3 = s, y4 = t，得

y = s


1

−1
1

0

+ t


−2
1

0

1

 .

所以两参数向量构成 S⊥的基，dimS⊥ = 4− 2 = 2。

验算 两基向量与 A的每一列内积均为零；维数之和为 4。
易错 与列空间正交用 AT；若求行空间的正交补，应解 Ax = 0。
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14.4验证四个子空间的正交关系并判断可解性

适用 需要联系行空间、列空间和两个零空间，或检查 Ax = b是否相容。

步骤 行空间的基与零空间基逐对内积；列空间基与左零空间基逐对内积。可解性要求 b与整个左

零空间正交。

例题

A =

1 0 2

0 1 1

1 1 3

 .

BC(AT ) =


10
2

 ,

01
1


 , BN(A) =


−2−1

1


 .

零空间基与两行空间基的内积分别为 −2 + 2 = 0、−1 + 1 = 0，所以 C(AT )⊥ = N(A)。再看

BC(A) =


10
1

 ,

01
1


 , BN(AT ) =


−1−1

1


 .

左零空间基 y = (−1,−1, 1)T 与两个列空间基内积都为零，且两个空间的维数为 2和 1，因此C(A)⊥ =

N(AT )。

对 b = (2, 1, 3)T，yT b = −2−1+3 = 0，所以有解，例如 x = (2, 1, 0)T；对 c = (2, 1, 4)T，yT c = 1 ̸= 0，

所以无解。

验算 两对空间的维数都加起来等于 3；直接检查 Ax = b。

易错 左零空间维数大于 1时，必须与其所有基向量正交，不能只查一个。
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Lecture 15：投影到子空间

投影寻找子空间中离给定向量最近的点。计算完成后，最重要的检查是误差与目标子空间正交。

15.1投影到一条直线

适用 目标直线经过原点，方向向量 a ̸= 0。

步骤 先求投影系数 x̂ = (aT b)/(aTa)；再求 p = ax̂；最后求误差 e = b− p。

例题

a =

12
2

 , b =

30
3

 .

x̂ =
aT b

aTa
=

3 + 0 + 6

1 + 4 + 4
= 1,

p = ax̂ =

12
2

 , e = b− p =

 2

−2
1

 .

系数 x̂是标量，投影 p与误差 e都是三维向量。

验算 aT e = 2− 4 + 2 = 0。任意直线上点 ta满足 ∥b− ta∥2 = ∥e∥2 + ∥p− ta∥2，故 p最近。

易错 分母是 aTa，不是 ∥a∥；目标直线若不经过原点，应先平移。

15.2投影到具有正交基的子空间

适用 已知子空间的一组非零正交基；这些向量未必单位化。

步骤 分别求每个基方向上的投影，再相加：p =
∑

i ui(u
T
i b)/(u

T
i ui)。

例题 设 S = C(A)，其中

A =

1 1 2

1 −1 0

0 2 2

 , b =

20
3

 .

第三列是前两列之和，前两列 u = (1, 1, 0)T、v = (1,−1, 2)T 是一组正交基，因为 uT v = 0。分别计

算
uT b

uTu
=

2

2
= 1,

vT b

vT v
=

8

6
=

4

3
.

p = u+
4

3
v =


7
3

−1
3

8
3

 , e = b− p =

−
1
3

1
3
1
3

 .

验算 uT e = 0、vT e = 0，所以误差与整个 S 正交。

易错 只能对一组正交基直接分方向相加；不能把生成矩阵中相关的第三列也再投影一次。
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15.3通过正规方程投影到一般列空间

适用 目标空间由满列秩矩阵 A的列生成，列向量不必正交。

步骤 令 p = Ax̂；由误差正交 AT (b−Ax̂) = 0建立正规方程；解系数后回乘 A。

例题

A =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 1 1

 , b =


1

2

3

2

 .

前面三行已保证三列独立。计算

ATA =

2 1 1

1 2 1

1 1 2

 , AT b =

34
5

 .

正规方程为 2x̂1 + x̂2 + x̂3 = 3、x̂1 + 2x̂2 + x̂3 = 4、x̂1 + x̂2 + 2x̂3 = 5。令 q = x̂1 + x̂2 + x̂3，有

x̂1 + q = 3、x̂2 + q = 4、x̂3 + q = 5；相加得到 4q = 12。于是

x̂ =

01
2

 , p = Ax̂ =


0

1

2

3

 , e = b− p =


1

1

1

−1

 .

本例 x̂ ∈ R3，而 p, e ∈ R4，两种对象的维数不同。

验算 AT e = 0；误差不为零，说明 b不在列空间。ATA可逆来自列满秩。

易错 不要把正规方程写成 AAT x̂ = Ab；实际计算优先解方程，不必显式求逆。
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Lecture 16：投影矩阵与最小二乘

本讲将投影写成矩阵，并用正规方程计算最小二乘解及直线拟合。

16.1计算向一条直线投影的矩阵

适用 目标直线是 span{a}，其中 a ̸= 0。

步骤 先计算外积 aaT 和标量 aTa；求 P = aaT /(aTa)；最后用 p = Pb得到投影。

例题

a =

12
1

 , b =

21
3

 .

计算 aTa = 6，因此

P =


1
6

1
3

1
6

1
3

2
3

1
3

1
6

1
3

1
6

 , p = Pb =


7
6
7
3
7
6

 , e = b− p =


5
6

−4
3

11
6

 .

此处 aaT 是 3× 3矩阵，而 aTa是标量。

验算 直接相乘有 P 2 = P、P T = P；且 aT e = 0。

易错 不要把外积 aaT 与内积 aTa混淆；分母要求 a ̸= 0。
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16.2计算向列空间投影的矩阵

适用 A的列线性无关，需要把 b投影到 C(A)。

步骤 计算 ATA；求 P = A(ATA)−1AT；计算 p = Pb、e = b− p。

例题

A =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 2 0

 , b =


1

2

3

4

 .

前 3行为单位矩阵，因此 A列满秩。计算

ATA =

2 2 0

2 5 0

0 0 1

 , (ATA)−1 =


5
6 −1

3 0

−1
3

1
3 0

0 0 1

 .

P =


5
6 −1

3 0 1
6

−1
3

1
3 0 1

3

0 0 1 0
1
6

1
3 0 5

6

 .

因为 A是 4× 3，P 是 4× 4。再计算

p = Pb =


5
6
5
3

3
25
6

 , e = b− p =


1
6
1
3

0

−1
6

 .

验算 P T = P、P 2 = P；代入计算得 AT e = 0。

易错 必须先确认列满秩；否则 ATA不可逆，不能直接套用这个逆矩阵公式。

16.3计算向正交补的投影

适用 已知向子空间 S 正交投影的矩阵 P，要求向 S⊥的投影。

步骤 计算 Q = I − P；再求 p = Pb、e = Qb；检查 b = p+ e。

例题

P =


2
3

1
3 −1

3
1
3

2
3

1
3

−1
3

1
3

2
3

 , b =

30
0

 .

因此

Q = I − P =


1
3 −1

3
1
3

−1
3

1
3 −1

3
1
3 −1

3
1
3

 , p = Pb =

 2

1

−1

 , e = Qb =

 1

−1
1

 .

例如取 A =

1 0 1

1 1 2

0 1 1

，其列空间恰为 S，而 S⊥ = span{(1,−1, 1)T }。

验算 p+ e = b，Pe = 0、Qp = 0，且 pT e = 0；Q2 = Q。

易错 I − P 投影到正交补，不是一般意义上的矩阵逆；投影矩阵通常不可逆。
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16.4求不相容方程组的最小二乘解

适用 Ax = b无解，需要使 ∥Ax− b∥2最小；本题 A列满秩。

步骤 求 ATA与 AT b；解正规方程得到 x̂；计算 p = Ax̂、e = b− p及 ∥e∥2。
例题

A =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 −1 1

 , b =


2

0

1

2

 .

原方程前三行要求 x = (2, 0, 1)T，但第四行左端为 3 ̸= 2，所以无解。

ATA =

 2 −1 1

−1 2 −1
1 −1 2

 , AT b =

 4

−2
3

 .

对增广矩阵 [ATA | AT b]做 R2 ← R2 +
1
2R1、R3 ← R3 − 1

2R1，再做 R3 ← R3 +
1
3R2，可自下而上

回代得到

x̂ =


7
4
1
4
3
4

 , p = Ax̂ =


7
4
1
4
3
4
9
4

 , e = b− p =


1
4

−1
4

1
4

−1
4

 .

∥e∥2 = 1

4
.

验算 AT e = 0；对任意 x，∥b−Ax∥2 = ∥e∥2 + ∥A(x̂− x)∥2，所以所得值最小。
易错 x̂是系数向量，不是投影 p；不要把正规方程的右端写成 b。
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16.5用最小二乘拟合直线

适用 给定数据 (ti, yi)，拟合直线 y = C +Dt，使纵向残差平方和最小。

步骤 把数据写成 A(C,D)T ≈ b；解 ATA(C,D)T = AT b；计算拟合值和残差。

例题 对数据点 (0, 1), (1, 2), (2, 2), (3, 4)，有

A =


1 0

1 1

1 2

1 3

 , b =


1

2

2

4

 , ATA =

[
4 6

6 14

]
, AT b =

[
9

18

]
.

正规方程是 4C + 6D = 9、6C + 14D = 18；消去 C 得 5D = 9
2，回代得到[

C

D

]
=

[
9
10
9
10

]
, ŷ = C +Dt =

9

10
+

9

10
t.

p = Ax̂ =


9
10
9
5
27
10
18
5

 , e = b− p =


1
10
1
5

− 7
10
2
5

 , ∥e∥2 = 7

10
.

每个残差是观测值减对应的拟合值。设计矩阵的两列分别对应截距和斜率。

验算
∑

i ei = 0、
∑

i tiei = 0，即 AT e = 0。

易错 这里最小化纵向残差，而不是点到直线的垂直距离；只有模型含截距时才能据此保证残差之

和为零。
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16.6从正交条件判断候选最小二乘解

适用 给定一个候选向量，判断它是否使 ∥Ax− b∥2最小。
步骤 先算残差 e0 = b−Ax0；再算 AT e0。结果为零当且仅当候选解为最小二乘解。

例题

A =


1 0 1

0 1 0

1 0 0

0 1 1

 , b =


2

1

0

4

 , x0 =

11
0

 .

e0 = b−Ax0 =


1

0

−1
3

 , AT e0 =

03
4

 ̸= 0.

所以 x0不是最小二乘解。解正规方程得到

x̂ =

−
1
4

5
4
5
2

 , e = b−Ax̂ =


−1

4

−1
4

1
4
1
4

 .

验算 AT e = 0，故 x̂最优；本题 A列满秩，所以最优系数唯一。由于 e ̸= 0，原方程组无精确解。

易错 最小二乘解的残差未必为零；必须区分 AT e = 0与 e = 0。
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