
d(uv) = vdu+ udv

lim
x→x0

f(x) =
a

∂f

∂l

∣∣∣∣
x0

= lim
t→0

f (x
0
+ tel)

− f (x
0)

t

Hf (x0 + θ∆x) =
[
fxx fxyfxy fyy

]∣∣∣∣
(x0+θ∆x)

gradf (x0) = ∇f (x0)

‹
∂Ω

f (x, y, z)
∂f
∂n dS =

˚
Ω

[(
∂f
∂x

)
2

+
(
∂f
∂y

)
2

+
(
∂f
∂z

)
2
]
dV
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2025-2026 高数上期中试题解析

一、单选题

1. A

解析.当 n 为奇数且 n → +∞ 时，n2+
√
n

n
→ +∞; 当 n 为偶数且 n → +∞ 时， 1

n
→ 0.

故 n → ∞ 时，{an} 的极限不存在，但它是一个无界变量.

2. D

解析.

lim
x→0

f(x)− f(0)

x
lim
x→0

f(x)

x
= lim

x→0
(
f(x) + sinx

x
− sinx

x
) = 1

3. B

解析.

lim
x→0+

1− e
1
x

1 + e
1
x

arctan 1

x
= lim

x→0

e− 1
x − 1

e− 1
x + 1

arctanx = −π

2

并且

lim
x→0−

1− e
1
x

1 + e
1
x

arctan 1

x
=

1− 0

1 + 0
(−π

2
) = −π

2

4. C

解析. f(x) 单调递增，故而 f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ R.

5. D

解析. A 选项：必要性成立，充分性不成立. 反例： lim
x→−1

|x| = |1|, 但 lim
x→−1

x = 1 并不成

立；

B 选项：反例：lim
x→0

(tan 1
x
)( x

tan 1
x

) = 0 但是括号里的两个函数当 x → 0 时的极限不存在.

C 选项：反例：f(x) = x sin 1
x
, g(x) = 1

sin 1
x

，可以自行验证 x → 0 是满足条件而不满足

结论;

D 选项显然正确.

6. C

解析. lim
x→0

√
|x| sin 1

x2 = 0(有界量乘以无穷小量). 故 f(x) 在 x = 0 处连续. 而

lim
x→0

√
|x| sin 1

x2

x
=

sin 1
x2√
|x|

该极限不存在.
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二、填空题

1. y′ =

(
−f ′ (−x) + 1

2
√
x

f ′(
√
x)

f(
√
x)

)
f (

√
x) ef(−x)

解析.
ln y = f (−x) + ln

(
f
(√

x
))

y′

y
= −f ′ (−x) +

1

2
√
x

f ′ (
√
x)

f (
√
x)

y′ =

(
−f ′ (−x) +

1

2
√
x

f ′ (
√
x)

f (
√
x)

)
f
(√

x
)
ef(−x)

2. e

解析. lim
x→1

ex − b = 0 =⇒ b = e

3. −2

解析.

lim
x→0

sin 2x+ e2ax − 1

x
= 2 + 2a = a =⇒ a = −2

4. y − 1 = e
2
(x− 3)

解析.当 t = 0 时, x = 3, y = 1.

一阶导： et (cos t+ sin tẏ)− ẏ = 0 =⇒ ẏ = ey cos t
1−ey sin t

, ẏ(0) = e

dy
dx

= ey cos t
(1−ey sin t)(6t+2)

dy
dx

|t=0 =
e
2
� 那么切线方程 y − 1 = e

2
(x− 3)

5. k = 2, µ = 3
4

解析.

lim
x→0

√
1 + x arcsinx−

√
cosx

xk
= lim

x→0

1 + x arcsinx− cosx(√
1 + x arcsinx+

√
cosx

) · 1

xk

= lim
x→0

1 + x arcsinx− cosx
2xk

= lim
x→0

1− cosx
2xk

+
arcsinx

2xk−1

k = 2 时极限存在且为 1
4
+ 1

2
= 3

4
, 故 k = 2, µ = 3

4

6. y = 0

三、计算题
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1. 3

解析.

f (x) = f (0) + f ′ (0) x+
f ′′ (0)

2
x2 + o

(
x2
)
=

f ′′ (0)

2
x2 + o

(
x2
)

lim
x→0

f
(
sin2 x

)
x4

= lim
t→0+

f (t)

t2

= lim
t→0+

f ′′(0)
2

t2 + o (t2)

t2
= 3

2. 解析.硬求导，没什么好说的

y′ =
1

(1 + 1 + x2)

x√
x2 + 1

−
1
x

√
x2 − 1− x√

x2−1
lnx

x2 − 1
+

(
− 1

x2

)(
− sin 1

x

)
=

x

(2 + x2)
√
x2 + 1

− x2 − 1− x2 lnx

x (x2 − 1)
3
2

+
1

x2
sin 1

x

3. 解析.方法一：

f ′(x) =
2

3

(x2 − 1)
2
3 − x

4
3

(x2 − 1)
2
3 x

1
3

=
2

3

(x2 − 1)
2 − x4

(x2 − 1)
2
3 x

1
3

(
(x2 − 1)

4
3 + (x2 − 1)

2
3 x

4
3 + x

8
3

)
=

2

3

1− 2x2

(x2 − 1)
2
3 x

1
3

(
(x2 − 1)

4
3 + (x2 − 1)

2
3 x

4
3 + x

8
3

)
使用了立方差公式 a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

注意到分母除 x
1
3 外的项均为正, 得单调增区间为

(
−∞,− 1√

2

)
,
(
0, 1√

2

)
, f(x) 单调减区

间为
(
− 1√

2
, 0
)
,
(

1√
2
,+∞

)
, 在 x = ± 1√

2
有极大值 3

√
4, 在 x = 0 有极小值 1;

方法二：

原函数为偶函数，故只需考虑 x ≥ 0 的部分 f(x) = x
2
3 − (x2 − 1)

1
3 , 做换元 x = t

3
2 , 得到

f ′(x) =
df
dx =

df
dt

dt
dx = (1− t2(t3 − 1)−

1
3 )
2

3
x− 2

3 =
2

3

(t3 − 1)
2
3 − t2

√
t(t3 − 1)

2
3

令 f ′(x) ≥ 0 得到

(t3 − 1)
2
3 ≥ t2

即

(t3 − 1)2 ≥ t6

t3 ≤ 1

2

得到
√
x ≤ 1

2
故 x ≤

√
2
2
同理可得 f ′(x) ≤ 0 可解得 x ≥

√
2
2

, 故而单调递减区间为
(−

√
2
2
, 0), (

√
2
2
,+∞) 单调递增区间为 (−∞,−

√
2
2
), (0,

√
2
2
) 可以求得极大极小值.
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4. −45
16

解析.奇函数的偶数阶导数为奇函数，所以只需看后一项
使用泰勒展开

1

x2 − 4
= −1

4

1

1− x2

4

= −1

4

(
1 +

x2

4
+

(
x2

4

)2

+

(
x2

4

)3

+ ...

)
六次方项系数为 −1

4
·
(
1
4

)3
= − 1

256
, 故 y(6)(0) = − 6!

256
= −45

16

5. F (x) = πxf ′(x), F ′(x) = π (f ′ (x) + xf ′′ (x))

解析.
F (x) = lim

t→∞
t2
[
f
(
x+

π

t

)
− f (x)

]
sin x

t

= lim
t→∞

πx ·
f
(
x+ π

t

)
− f (x)

π
t

·
sin x

t
x
t

= πxf ′(x)

F ′(x) = π (f ′ (x) + xf ′′ (x))

6. 见解析

解析.
|xm − xn| = |xm − xm−1 + xm−1 − xm−2 + ...+ xn+1 − xn|

≤ |xm − xm−1|+ |xm−1 − xm−2|+ ...+ |xn+1 − xn|

≤
m−1∑
k=n

1

3k
=

1

2 · 3n−1

(
1− 1

3m−n

)
对于任意 ε > 0，要使 |xm−xn| < ε，只需： 1

2·3n−1 < ε =⇒ 3n−1 > 1
2ε

=⇒ n > 1+ log3
1
2ε

取 N =
⌊
1 + log3

1
2ε

⌋
+ 1，则当 m > n > N 时，必有 |xm − xn| < ε。因此，数列 {xn}

是柯西数列，而实数集内柯西数列必收敛，故 lim
n→∞

xn 存在.

四、证明题

解析.

(1) 显然当 x > 0 时 f(x) 单调递减，而且 f(0) = 3
2
> 1, lim

x→+∞
f(x) = 0 < 1, 故在

(0,+∞) 上方程 f(x) = 1 有且只有一个解.

(2)
f(

1

a
) =

a

a+ 1
+

1

1 + a
1
a

≥ a

a+ 1
+

1

a+ 1
= 1

f(1) =
1

2
+

1

a+ 1
≤ 1

故而 1
a
< x0 < 1, 故由夹逼定理，当 a → 1+ 时，x0 → 1.
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五. 证明题

解析.设 F (x) = e−g(x)(f(x)− 6x), 则 F (0) = e−g(0)f(0) > 0, F (1) = e−g(1)(f(1)− 6) < 0

故由介值定理, 存在 η ∈ (0, 1), s.t.F (η) = 0，而 F (6) = 0，由 Rolle 定理，存在 ξ ∈
(0, 6),s.t.

F ′(ξ) = e−g(ξ)[f ′(ξ)− 6− g′(ξ)(f(ξ)− 6ξ)] = 0

故结论成立.
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2024高数上期中试题解析
一、单选题

1. (D)

解析.
(A)(B) 仅要求 |un − A|越来越小或接近 0是不够的.考虑 un = 1

n , A = −1,

|un − A| = | 1
n − (−1)| = 1

n + 1越来越小,但 {un}并不以 −1为极限,故 (A)(B)错
误.

(C) 考虑 un = (−1)n, A = 1, ∀ε > 0, |un − A| = |(−1)n − 1|中总有无穷项小于
ε,但 {un}发散,故 (C)错误.

2. (D)

解析. 因函数 f (x)在整个数轴上连续,故有 a+ ebx ̸= 0,故 a ≥ 0;又因 lim
x→−∞

f (x) =

0,则必有当 x → −∞时, a + ebx → +∞,所以 b < 0,故 (D)是正确的.

3. (B)

解析. f ′(a) = lim
x→a

f (x)− f (a)
x − a

= lim
x→a

f (x)− f (a)
(x − a)2 · (x − a) = −1 · 0 = 0,又在 a

的某一去心邻域内有
f (x)− f (a)
(x − a)2 < 0, f (x) < f (a),所以 f (x)在 x = a处取得极

大值,故 (B)正确.

4. (B)

解析. 由 f (x) =
(

x2 − x − 2
) ∣∣x3 − x

∣∣ = (x − 2)(x + 1)|x(x − 1)(x + 1)|,所以不
可导的点只可能是 x = −1, x = 0, x = 1.
利用导数定义,当 x = 1时,

f ′(1) = lim
x→1

f (x)− f (1)
x − 1

= lim
x→1

−4|x − 1|
x − 1

, f ′−(1) = 4 ̸= f ′+(1) = −4,

所以 f (x)在 x = 1处不可导;
类似可证 f (x)在 x = 0处也不可导;
x = −1时,

f ′(−1) = lim
x→−1

f (x)− f (−1)
x + 1

= lim
x→−1

(x − 2)|x(x − 1)(x + 1)| = 0,

故 f (x) 在点 x = −1 处可导。因此, 函数 f (x) 不可导点的个数为 2 , 故 (B) 正
确.

5. (D)

解析. y =
1 + e−x2

1 − e−x2 ,当 x → 0, y → ∞,故有铅直渐近线 x = 0;当 x → ∞, y → 1,

故有水平渐近线 y = −1,故 (D)正确.
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6. (C)

解析. 由 f ′(0) = 0 可知, 可导函数 f (x) 在 x = 0 上达到极值的必要条件, 再由

lim
x→0

f ′′(x)
|x| = 1知,在 x = 0的空心邻域内, f ′′(x) > 0,故 x = 0是 f (x)的极小值

点, f (0)是 f (x)的极小值. 又因 f ′′(x)在 x = 0两侧不变号,故 (0, f (0))不是曲线

y = f (x)的拐点,故选 (C).

二、填空题

1. 1

解析. 由 lim
n→∞

n
√

a = 1, a ∈ R+, lim
n→∞

n
√

2 + (sin n)2 ≤ lim
n→∞

n
√

3 = 1,

lim
n→∞

n
√

2 + (sin n)2 ≥ lim
n→∞

n
√

2 = 1,夹逼即得极限为 1.

2. 2bφ′(a)

解析.

f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0

φ(a + bx)− φ(a − bx)− 0
x

= lim
x→0

φ(a + bx)− φ(a)
x

− lim
x→0

φ(a − bx)− φ(a)
x

= b lim
x→0

φ(a + bx)− φ(a)
bx

+ b lim
x→0

φ(a − bx)− φ(a)
−bx

= bφ′(a) + bφ′(a) = 2bφ′(a).

3. -1

解析. 由 f (x)在 x = 0处连续,得 f (0) = lim
x→0−

f (x) = lim
x→0+

f (x),

其中

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

eax + x2 − ax − 1
x sin x

4
= lim

x→0−

eax + x2 − ax − 1
x · x

4

( 0
0)
= lim

x→0−

aeax + 2x − a
x
2

( 0
0)
= lim

x→0−

a2eax + 2
1
2

= 2a2 + 4,

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

ln
(
1 + ax3)

x − arcsin x
= lim

x→0−

ax3

x − arcsin x

( 0
0)
= lim

x→0−

3ax2

1 − 1√
1−x2

= lim
x→0−

3ax2
√

1 − x2
(√

1 − x2 + 1
)

(√
1 − x2 − 1

) (√
1 − x2 + 1

)
= − lim

x→0−
3a
√

1 − x2
(√

1 − x2 + 1
)
= −6a,

故 6 = −6a = 2a2 + 4,解得 a = −1.
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4. 1

解析.

lim
x→0+

(
2 + e

1
x

1 + e
4
x
+

sin x
|x|

)
= lim

x→0+

(
2e−

1
x + 1

e−
1
x + e

3
x
+

sin x
x

)
= 0 + 1 = 1

lim
x→0−

(
2 + e

1
x

1 + e
4
x
+

sin x
|x|

)
= lim

x→0+

(
2 + e

1
x

1 + e
4
x
− sin x

x

)
= 2 − 1 = 1

综上 lim
x→0−

(
2 + e

1
x

1 + e
4
x
+

sin x
|x|

)
=1.

5. esin x (cos x sin ex + ex cos ex) dx

解析.
dy
dx

=
d

dx
esin x sin ex = sin ex d

dx
esin x + esin x d

dx
(sin ex)

= sin exesin x d
dx

(sin x) + esin x cos ex d
dx

ex

= sin exesin x cos x + esin x cos exex

= esin x (cos x sin ex + ex cos ex)

故 dy = esin x (cos x sin ex + ex cos ex) dx

6. e−8

解析. 令 A =

(
x − 1
x + 3

)x2 sin( 2
x )

,则

lim
x→∞

ln A = lim
x→∞

x2 sin
2
x

ln
(

x − 1
x + 3

)
= lim

x→∞
x2 sin

2
x

ln
(

1 − 4
x + 3

)
= lim

x→∞
x2 2

x

(
− 4

x + 3

)
= lim

x→∞
− 8x

x + 3
= −8

故原极限 lim
x→∞

A = exp
(

lim
x→∞

ln A
)
= e−8.

三、计算题

1. 解析.
dy
dx

=
y′(t)
x′(t)

=
3t2 + 2t
1 − 1

1+t
= 3t2 + 5t + 2

d2y
dx2 =

d
dx

(
dy
dx

)
=

d
dt

(
dy
dx

)
dx
dt

=
6t + 5

1 − 1
1+t

=
(6t + 5)(1 + t)

t
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2. 解析. 由 x1 = 10及 x2 =
√

6 + x1 =
√

16 = 4知 x1 > x2.
设对某正整数 k有 xk > xk+1,则有 xk+1 =

√
6 + xk >

√
6 + xk+1 = xk+2,由归纳

法知：xn > xn+1,n ∈ N∗,即 {xn}为单调递减数列.
由 xn+1 =

√
6 + xn,显见 xn > 0, n ∈ N∗ ，即 {xn}有下界.

根据单调有界数列必有极限,知 lim
n→∞

xn 存在.
令 lim

n→∞
xn = a, 对 xn+1 =

√
6 + xn 两边取极限, 得 a =

√
6 + a, 解得 a = 3, 即

lim
n→∞

xn = 3.

3. 解析. f (x)在 (0, 2π)内的间断点为 x =
π

4
,

3π

4
,

5π

4
,

7π

4
.

•在 x =
π

4
处, f

(
π

4

+
)

= +∞,在 x =
5
4

π 处, f
(

5π

4

+)
= +∞,故 x =

π

4
,

5π

4
为第二类间断点 (无穷间断点);
•在 x =

3π

4
处, lim

x→ 3π
4

f (x) = 1,在 x =
7
4

π处, lim
x→ 7π

4

f (x) = 1,故 x =
3π

4
,

7π

4
为第

一类间断点 (可去间断点).

4. 解析.

证法 1 因为当 h → 0时, λ1 f (h) + λ2 f (2h) + λ3 f (3h)− f (0)是比 h2高阶的无穷

小,故其本身也是无穷小,即

0 = lim
h→0

[λ1 f (h) + λ2 f (2h) + λ3 f (3h)− f (0)]

= (λ1 + λ2 + λ3 − 1) f (0)

而 f (0) ̸= 0,所以得 λ1 + λ2 + λ3 − 1 = 0

又

0 = lim
h→0

λ1 f (h) + λ2 f (2h) + λ3 f (3h)− f (0)
h2

洛必达法则
======== lim

h→0

λ1 f ′(h) + 2λ2 f ′(2h) + 3λ3 f ′(3h)
2h

洛必达法则
======== lim

h→0

1
2
[
λ1 f ′′(h) + 4λ2 f ′′(2h) + 9λ3 f ′′(3h)

]
=

1
2
(λ1 + 4λ2 + 9λ3) f ′′(0),

因为 f ′′(0) ̸= 0,故得 λ1 + 4λ2 + 9λ3 = 0

其中还包含
0 = lim

h→0

[
λ1 f ′(h) + 2λ2 f ′(2h) + 3λ3 f ′(3h)

]
= (λ1 + 2λ2 + 3λ3) f ′(0),

因为 f ′(0) ̸= 0,得 λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0
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综上所述,得 λ1, λ2, λ3的线性方程组
λ1 + λ2 + λ3 = 1,

λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0,

λ1 + 4λ2 + 9λ3 = 0.

因其系数行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 2 3

1 4 9

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 ̸= 0,

故由克拉默法则知,存在唯一的一组实数 λ1, λ2, λ3 ,使得当 h → 0时,
λ1 f (h) + λ2 f (2h) + λ3 f (3h)− f (0)是比 h2高阶的无穷小.

证法 2 利用泰勒公式.

λ1 f (h) + λ2 f (2h) + λ3 f (3h)− f (0)

=λ1

[
f (0) + f ′(0)h +

1
2

f ′′(0)h2 + o
(

h2
)]

+ λ2

[
f (0) + 2 f ′(0)h + 2 f ′′(0)h2 + o

(
h2
)]

+

λ3

[
f (0) + 3 f ′(0)h +

9
2

f ′′(0)h2 + o
(

h2
)]

− f (0)

= (λ1 + λ2 + λ3 − 1) f (0) + (λ1 + 2λ2 + 3λ3) f ′(0)h +
λ1 + 4λ2 + 9λ3

2
f ′′(0)h2 + o

(
h2
)

=o
(

h2
)

.

故有


λ1 + λ2 + λ3 = 1,

λ1 + 2λ2 + 3λ3 = 0,

λ1 + 4λ2 + 9λ3 = 0,

又其系数行列式 (范德蒙德行列式)不为 0(为 2)，根

据克拉默法则, 可知方程组有唯一解，即存在唯一的一组实数 λ1, λ2, λ3 满足条

件.

5. 解析. 取 F(x) = f (x)− g(x), G(x) = f (x) + g(x), x ∈ (a,+∞).
由 | f ′(x)| < g′(x)知

f ′(x)− g′(x) < 0, f ′(x) + g′(x) > 0,

故 F′(x) = f ′(x)− g′(x) < 0, G′(x) = f ′(x) + g′(x) > 0,
即当 x > a时函数 F(x)单调减少, G(x)单调增加. 因此

F(x) < F(a), G(x) > G(a) (x > a).

从而 f (x)− g(x) < f (a)− g(a), f (x) + g(x) > f (a) + g(a) (x > a).
即当 x > a时, | f (x)− f (a)| < g(x)− g(a).
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四、解析.

定义域为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞),
令 y′ = 1 − 8

x3 = 0,得驻点 x = 2,不可导点 x = 0, y′′ =
24
x4 > 0,

所以单调增区间为 (−∞, 0), (2,+∞),单调减区间为 (0, 2),极小值为 f (2) = 3,无
拐点,凹区间 (−∞,∪(0,+∞).

五、解析.

假设 P(x) = a1x2 + a2x + a3 满足 P(−1) =
1
3

, P(0) =
1
6

, P(2) =
17
6

, 则可得

P(x) =
1
2

x2 +
1
3

x +
1
6

.

令 φ(x) = f (x)− P(x),则 φ(−1) = φ(0) = φ(2) = 0,且 φ(x)在区间 [−1, 0], [0, 2]

上满足罗尔定理条件,从而存在 ξ1 ∈ (−1, 0), ξ2 ∈ (0, 2),使得 φ′ (ξ1) = φ′ (ξ2) =

0.

又 φ′(x) = f ′(x)− P′(x)在 [ξ1, ξ2]上满足罗尔定理条件,从而至少存在一点 ξ ∈
(ξ1, ξ2),使得 φ′′(ξ) = 0,而 φ′′(x) = f ′′(x)− P′′(x) = f ′′(x)− 1,所以至少存在一
点 ξ ∈ (ξ1, ξ2) ⊂ (−1, 2),使得 f ′′(ξ) = 1.
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2023-2024高数上期中试题解析

一、单选题

1. (A)

解析.

lim
n→∞

4n5 + 3n2 + 6n + 1
3n5 + 6n4 + n3 + 2n

= lim
n→∞

4 + 3
n3 +

6
n4 +

1
n5

3 + 6
n + 1

n2 +
2

n4

=
4
3

故选 (A).

2. (D)

解析.

lim
x→+∞

√
x2 + 2x − 3

x − 1
= lim

x→+∞

x
x − 1

√
1 +

2
x
− 3

x
= 1

lim
x→−∞

√
x2 + 2x − 3

x − 1
= lim

x→−∞

−x
x − 1

√
1 +

2
x
− 3

x
= −1 ̸= 1

故选 (D).

3. (B)

解析. 易知函数 arctan x ∈
(
−π

2
,

π

2

)
, 故极限为无穷小量乘有界量, 极限为 0, 即

lim
x→1−

f (x) = lim
x→1

f (x) = 0

故为可去间断点,故选 (B).

4. (C)

解析.

f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0

ex2 − 1
x2 = 1

故选 (C).

5. (C)

解析. 由 lim
h→0

f
(
h2)

h2 = 1及 f (x)在 x = 0处的连续性知 f (0) = 0,

1 = lim
h→0

f
(
h2)

h2 = lim
h2→0

f
(
h2)− f (0)
h2 − 0

= f ′+(0),

故选 (C).

6. (B)
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解析.

lim
x→0

√
1 + x2 + x4 − 1

xk = lim
x→0

1 + x2 + x4 − 1

xk
(√

1 + x2 + x4 + 1
)

= lim
x→0

x2

2xk

故 k = 2,故选 (B).

二、填空题

1. 2

解析. lim
x→0

[
x sin

1
x
+

sin 2x
x

]
= lim

x→0
x sin

1
x
+ lim

x→0

sin 2x
x

由于 lim
x→0

x = 0;
∣∣∣∣sin

1
x

∣∣∣∣ ≤ 1为有界函数,故有 lim
x→0

x sin
1
x
= 0

根据等价无穷小有 lim
x→0

sin 2x
x

= lim
x→0

2x
x

= 2

故有 lim
x→0

[
x sin

1
x
+

sin 2x
x

]
= lim

x→0
x sin

1
x
+ lim

x→0

sin 2x
x

= 0 + 2 = 2.

2. − f ′(x0)

解析.

lim
x→0

f (x0 − 2x)− f (x0 − x)
x

= lim
x→0

f (x0 − 2x)− f (x0)

x
− lim

x→0

f (x0 − x)− f (x0)

x

= −2 lim
x→0

f (x0 − 2x)− f (x0)

−2x
+ lim

x→0

f (x0 − x)− f (x0)

−x
= −2 f ′(x0) + f ′(x0)

= − f ′(x0)

3. −1
2
解析. 根据函数连续的定义可知 lim

x→0
f (x) = f (0),则有 lim

x→0−
f (x) = lim

x→0+
f (x),又

lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

a
1
= a,

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

a
e

1
x
− 1

1
e

1
x
+ 2

= −1
2

故有 a = −1
2

.

4. 1
2
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解析.

lim
x→0

tan x − sin x
x2 (ex − 1)

= lim
x→0

tan x(1 − cos x)
x2 · x

= lim
x→0

x · x2

2
x3 =

1
2

5. 1√
x2 + 2x

dx

解析.

dy =
d

dx
ln
(

1 + x +
√

x2 + 2x
)

dx =
1 + 1

2
2x+2√
x2+2x

1 + x +
√

x2 + 2x
dx

=

√
x2+2x+x+1√

x2+2x

1 + x +
√

x2 + 2x
dx =

1√
x2 + 2x

dx

6. e2

解析.

lim
x→∞

(
4 + x
3 + x

)2x
= lim

x→∞

(
1 + 4

x

1 + 3
x

)2x

=
lim
x→∞

(
1 + 4

x

) x
4 ·

4
x ·2x

lim
x→∞

(
1 + 3

x
) x

3 ·
3
x ·2x

=
e8

e6 = e2

三、计算题

1. 解析.

dy
dx

=
dy
dt
dx
dt

=
a sin t

a(1 − cos t)
=

sin t
1 − cos t

d2y
dx2 =

d
dt

(
sin t

1 − cos t

)
1
dx
dt

=
cos t(1 − cos t)− sin2 t

(1 − cos t)2
1

a(1 − cos t)
= − 1

a(1 − cos t)2

2. 解析. 由 f (x)可导得 f (x)连续,由 f (2+) = 2a + b, f (2−) = e2得 e2 = 2a + b

又有 f ′+(2) = a, f ′−(2) = e2由可导的性质得出 e2 = a,再解得 b = −e2.

3. 解析. 易知 f (x)的间断点为 x = 0, x = ±1,

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

(x + 1) sin x
x |x2 − 1| = lim

x→0

(x + 1)x
x |x2 − 1| = lim

x→0

(x + 1)
|x2 − 1| = 1

故 x = 0为函数的可去间断点;

lim
x→1

f (x) = lim
x→1

(x + 1) sin x
x |x + 1|

1
|x − 1| = ∞
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故 x = 1为函数的无穷间断点;

lim
x→−1−

f (x) = lim
x→−1−

(x + 1) sin x
x(x + 1)(1 − x)

= lim
x→−1−

sin x
x(1 − x)

=
sin 1

2

lim
x→−1+

f (x) = lim
x→−1+

(x + 1) sin x
x(x + 1)(x − 1)

= lim
x→−1+

sin x
x(x − 1)

=
− sin 1

2

故 x = −1为函数的跳跃间断点.
综上,函数 f (x)的间断点为 x1 = 0, x2 = 1, x3 = −1.分别为可去间断点,无穷间断
点,跳跃间断点.

4. 解析. f (x)
x

=
arctan x

x
= f ′(ξ) =

1
1 + ξ2 ,故 ξ2 =

x − arctan x
arctan x

.

lim
x→0

ξ2

x2 = lim
x→0

x − arctan x
x2 · arctan x

= lim
x→0

x − arctan x
x3 = lim

x→0

1 − 1
1+x2

3x2 = lim
x→0

x2

3x2 (1 + x2)
=

1
3

.

5. 解析. 由 f (x)在 [0, 1]上的最小值等于−1知, ∃a ∈ (0, 1),使得 f (a) =−1, f ′(a) =

0. 将 f (x)在 x = a点作泰勒展开

f (x) = f (a) + f ′(a)(x − a) +
f ′′(ξ)

2!
(x − a)2

= −1 +
f ′′(ξ)

2
(x − a)2, ξ 在a与x之间.

若 0 < a <
1
2

,令 x = 0,得

0 = −1 +
f ′′ (ξ1)

2
a2 0, < ξ1 < a

故 f ′′ (ξ1) =
2
a2 ≥ 8;

若
1
2
≤ a < 1,令 x = 1,得

0 = −1 +
f ′′ (ξ2)

2
(1 − a)2, a < ξ2 < 1

故 f ′′ (ξ1) =
2

(1 − a)2 ≥ 8.

四、解析. 求得 y′ =
(x + 1)2 (x − 5)

(x − 1)3 , y′′ =
24 (x + 1)

(x − 1)4 ,可列表:

x (−∞,−1) −1 (−1, 1) (1, 5) 5 (5,+∞)

y′ + 0 + - 0 +
y′′ - 0 + + + +
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可得单调增区间 (−∞,−1) , (5,+∞),单调减区间 (−1, 1) , (1, 5);极小值 y(5) =
27
2

;凸区
间 (−∞,−1),凹区间 (−1, 1) , (1, 5) , (5,+∞);拐点 (−1, 0).
易得曲线有铅直渐近线 x = 1;由

k = lim
x→∞

y
x
= lim

x→∞

(x + 1)3

x(x − 1)2 = 1,

b = lim
x→∞

(y − kx) = lim
x→∞

(
(x + 1)3

(x − 1)2 − x

)
= lim

x→∞

5x2 + 2x + 1

(x − 1)2 = 5

得斜渐近线 y = x + 5.
五、解析.

(I) 令 g(x) = f (x) + x − 1,则 g(x)在 [0, 1]上连续,且 g(0) = −1 < 0, g(1) = 1 > 0,

根据连续函数的零点存在定理,存在 ξ ∈ (0, 1),使得 g(ξ) = f (ξ) + ξ − 1 = 0,即
f (ξ) = 1 − ξ.

(II) 由于函数 f (x) 在 [0, 1] 上连续, 在 (0, 1) 内可导, 由拉格朗日中值定理，存在 η ∈
(0, ξ) ⊂ (0, 1), ζ ∈ (ξ, 1) ⊂ (0, 1),使得

f ′(η) =
f (ξ)− f (0)

ξ
=

1 − ξ

ξ
,

f ′(ξ) =
f (1)− f (ξ)

1 − ξ
=

1 − (1 − ξ)

1 − ξ
=

ξ

1 − ξ
,

即有

f ′(η) f ′(ζ) =
1 − ξ

ξ
· ξ

1 − ξ
= 1.
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1. D

2. A

3. C

4. B

5. C

1. ( 1
2√x

− 2
(2x−1)2 )dx

2. 2

3. 1
6

4. 
(−1)n+3

n−2

5. 2
3

1. y′ = (esinx2
⋅ cosx2 ⋅ 2x) arctan √x2 − 1 + esinx2 ( 1

x2 ⋅ 1

2√x2−1
⋅ 2x) (6分) 

= 2x cosx2esinx2
arctan √x2 − 1 + 1

x√x2−1
esinx2

 (8 分)

2. f(x) 定义域为(−∞, +∞)$. $f ′(x) = 1
3 (6x2 − x3)− 2

3 (12x − 3x2) , 或
 4−x
3√x 3√(6−x)2

 (2 分) 

f ′′(x) = − 8
x4/3(6−x)5/3 , (4 分)
当 x ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 6) 时, f ′′(x) < 0; 当 x ∈ (6, +∞) 时, f ′′(x) > 0.

(6 分)
该曲线 y = 3√6x2 − x3 的凹凸性与拐点列表如下:

x (−∞, 0) 0 (0, 4) 4 (4, 6) 6 (6, +∞)

f ′′(x) - ∞ --- ∞ +

f(x) 凸凸凸凸 拐点 (6, 0) 凹

凹区间为 (6, +∞), 拐点为 (6, 0) (8 分) 注: 点 (0, 0) 不是该曲线的拐点.

3. 由题知 c ≠ 0, lim
x→∞

( x + c

x − c
)

x

= lim
x→∞

[(1 +
2c

x − c
)

x−c
2c

]

2cx
x−c

= e2c (3 分)
由 Lagrange 中值定理知, 

f(x) − f(x − 1) = f ′(ξ) ⋅ 1, ξ 介于 x − 1 与 x 之间(6 分) 故 lim
x→∞

[f(x) − f(x − 1)] = lim
x→∞

f ′(ξ) = e.

故 e2c = e,
c = 1
2 . (8 分)

4. 令 y = 1 − x, 则 

lim
x→1−

f(x) =
1

π
+ lim

x→1−

π(1 − x) − sinπx

π(1 − x) sinπx
=

1

π
+ lim

y→0+

πy − sinπy

πy sinπy
=

1

π
+ lim

y→0+

πy − sinπy

π2y2
 (2

2022 年高数上期中试题答案

一、单选题

二、填空题

三、计算(每小题 8 分, 共 48 分)
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分)=
1

π
+ lim

y→0+

π − π cosπy

2π2y
 (4 分) =

1

π
+ lim

y→0+

π2 sinπxy

2π2
=

1

π
 (6 分) 由于 f(x) 在 [ 1

2 , 1) 上连续, 故

定义 f(1) = 1
π

 就可使 f(x) 在 [ 1
2 , 1] 上连续。(8 分)

5. f(x) = lim
t→+∞

x

2 + x2 − etx
= {  (2 分)
当 x > 0 时， f ′(x) = 0 ，(3 分) 当 x < 0 时， 

f ′(x) = 2−x2

(2+x2)2 ; (4 分)
当 x = 0 时, 

f ′
−(0) = lim

x→0+

0 − 0

x − 0
= 0, f ′

−(0) = lim
x→0−

x
2+x2 − 0

x − 0
=

1

2
≠ f ′

+(0)
(6 分) 所以 f(x) 在 x = 0 处不可导,

综上, f ′(x) = {  (8 分)

6. 方程 tey = y 两边对 t 求导，㥂
ey + tey dy
dt = dy

 dt2 , 整理得 dy
dt = ey

1−y′  ( 2 分)
由 x = t2 + 2t, 得 
dx
dt = 2t + 2, (4 分)
所以 dy

 dx = dy
 dt ⋅ dt

 dx = ey

2(1−y)(t+1)  (6 分)


d2y

dx2 =
d( dy

dx )
dt

⋅ dt
dx

=
ey

dy
dt (t+1)(1−y)−ey[(1−y)−(t+1)

dy
dt ]

4(t+1)3(1−y)2 
又 y|t=0 = 0, dy

dt t=0
= 1, 所以 d

2y

dx2
t=0

= 1
4 . (8

分)

解: (1) (本小题 6 分)
由 0 < x1 < π, 得 0 < x2 = sinx1 < x1 < π; 设 0 < xn < π,
(4 分) 记 a = lim
n→∞

xn , 由 

xn+1 = sinxn 得 a = sin a. 所以 a = 0, 即

lim
n→∞

xn = 0

(2) (本小题 6 分)

解法1:

又由 (1), lim
n→∞

xn = 0, 故

解法2:因为 ( sinx
2 )

1
x2 = [(1 + sinx−x

x
)

x
sinx−x ]

sinx−x

x3

, 而 lim
x→0

sinx − x

x3
= −

1

6
, 

limx→0 (1 + sinx−x
x )

x
sin −x = e, 所以 lim

x→0
( sinx

x
)

1
x2

= e− 2
6 .
故 

lim
n→∞

( xn+1

xn
)

1
xn2

= lim
n→∞

( sinxn

xn
)

1
xn2

= lim
x→0

( sinx

x
)

1
x2

= e− 1
6 . -->

x
2+x2 , x < 0

0, x ⩾ 0

2−x2

(2+x2)2 , x < 0,

0, x > 0, ∣ ∣四. (12 分)

lim
x→0

( sinx

x
)

1
x2

= lim
x→0

e
1
x2 ln sinx

x

= (洛) lim
x→0

e
1

2x (
cosx
sinx − 1

x )

= (代换) lim
x→0

e
x cosx−sinx

2x3

= lim
x→0

e
−x sinx

6x2 = e− 2
6

lim
n→∞

( xn+2

xn

)
1

x2
n

= lim
n→∞

( sinxn

xn

)
1

x2
n

= (归并) lim
x→0

( sinx

x
)

x2

x2

= e− 1
6
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(1) 任给非零 x ∈ (−1, 1), 由 Lagrange 中值定理得，

f(x) = f(0) + xf ′(θ(x)x). (0 < θ(x) < 1)

因为 f ′′(x) 在 (−1, 1) 连续且 f ′′(x) = 0, 所以 f ′′(x) 在 (−1, 1) 内不变号. 不妨设 f ′′(x) > 0, 则 f ′(x) 在 
(−1, 1) 内严格单调减, 故 θ(x) 唯一.

(2)

解法1：
由 (1) 及 Taylor 公式得, f ′′(θ(x)x) = f(x) − f(0) = f ′(0)x + 1
2 f

′′(ξ)x2., 故 

f ′(g(x)x)−f ′(0)
x = 1

2 f
′′(ξ), 从而 θ(x) f ′(θ(x)x)−f ′(0)

θ(x)x = 1
2 f

′′(ξ)。
由于 lim
x→0

f ′ (θ(x)(x) − f ′(0)

θ(x)x
= f ′′(0), 

lim
x→0

f ′′(ξ) = lim
ξ→0

f ′′(ξ) = f ′′(0), 得 lim
x→0

θ(x)f ′′(0) =
1

2
f ′′′(0), 且 f ′′(x) = 0, 故 lim

x→0
θ(x) =

1

2

解法2：
对于非零 x ∈ (−1, )1, 由 Lagrange 中值定理得：
f(x) = f(0) + xf ′(θ(x)x) ⋅ (0 < θ(x) < 1)

即 f(x) − f(0) − f ′(0)x = xf ′(θ(x)x) − f ′(0)x
故 f
′(θ(x)x)−f ′(0)

x
= f(x)−f(0)−f ′(0)x

x2

而 lim
x→0

f ′(θ(x)x) − f ′(0)

θ(x)x
= f ′′(0)

lim
x→0

f(x) − f(0) − f ′(0)x

x2
= (洛) lim

x→0

f ′(x) − f ′(0)

2x
=

1

2
f ′′(0)

所以 lim
x→0

θ(x)f ′′(0) =
1

2
f ′′(0), 且 f ′′(x) = 0 故 lim

x→0
θ(x) =

1

2

1. D

当 x → 0 时, ln(1 + 2 sinx) ∼ 2 sinx ∼ 2x.

2. C

当 x → 0 时, |f(x)| = √|x| sin 1
x2 ⩽ √|x| → 0, 则 f 在 x = 0 处连续.

3. A

因为 f(x) = e− 1
x −1

e− 1
x +1

arctan 1
x

→ − π
2 ,x → 0+ , 且 f(x) = 1−e

1
x

1+e
1
x

arctan 1
x

→ − π
2 ,x → 0− . 那么 x = 0 是可

去间断点.

4. B

F  在 x = 0 处可导, 即

lim
x→0

f(x)(1 + | sinx|)

x
= lim

x→0

f(x)

x

存在, 那么就有 f(0) = 0.

5. C

因为

五.

2021 年高数上期中试题答案
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f(x)

√1 + x2 − 1
=

f(x)(√1 + x2 + 1)

(√1 + x2 − 1)(√1 + x2 + 1)
=

f(x)(√1 + x2 + 1)

x2
,

那么有

lim
x→0

f(x)

x2
= 1

首先有 f(0) = 0, 则

lim
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0

f(x)

x2
⋅ x = 0,

得到 f ′(0) = 0, 排除 A、 B 选项. 又因为 f(x)
√1+x2−1

→ 2,x → 0 且 √1 + x2 − 1 ⩾ 0, 那么 f(x) ⩾ 0, 即选项 C.

1. 

解答. 答案: y′ = ef(−x) [f ′(√x) 1
2√x

− f(√x)f ′(−x)].

用函数相乘的求导和链式求导法则,

2. 

解答. 答案: 1
2 .

考虑夹逼定理. 因为

n

∑
i=1

i

n2 + n + n
⩽

i

n2 + n + 1
+

2

n2 + n + 2
+ ⋯ +

n

n2 + n + n
⩽

n

∑
i=1

i

n2 + n + 1
,

上式左边等于 n+1
2(n+2)

, 右边等于 n2+n
2(n2+n+1)

, 令 n → ∞, 得到极限为 1
2 .

3. 

解答. 答案: -6 .

两边同时乘 x2 − 1,

y (x2 − 1) = x4 + x2 + x.

首先, 式 (1) 两边同时求三阶导,

y′′′ (x2 − 1) + 6y′′x + 6y′ = 24x,

令 x = 0,

y′′′(0) = 6y′(0).

二、填空题

y′ = [f(√x)]′ef(−x) + f(√x)(ef(−x))
′

= f ′(√x)
1

2√x
ef(−x) + f(√x)ef(−x)f ′(−x) ⋅ (−1)

= ef(−x) [f ′(√x)
1

2√x
− f(√x)f ′(−x)].
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在式 (1) 两边同时求导, 得到

y′ (x2 − 1) + 2yx = 4x3 + 2x + 1,

将 x = 0 代入,

y′(0) = −1,

那么 y′′′(0) = −6.

4. 

解答. 答案: −2e−2.

因为 y′ = − ex

2 (x2 + 2x), 因为 ex > 0, 只需考虑函数 g(x) = −x2 − 2x, g 有零点 x1 = −2,x2 = 0, 结合 g 函数
图像图 (1) 得到 y 的一个极小值为 y(−2) = −2e−2.

图 1: g(x) 的函数图像

5. 

解答. 答案: dy = 1−y
x+ey  dx.

因为 dy
 dx = y′, 对原方程两边求导,

y + xy′ + eyy′ = 1

将 y′ = dy
 dx  代入化简得到,

dy =
1 − y

x + ey
 dx

解答. (1) limx→0− f(x) = limx→0−
x2−4

sinπx

πx
π

= −
4

π
, lim _x → 0+f(x) = limx→0+

x(x − 1)

x2 − 1
= 0, 故 x = 0

为跳跃间断点。

(2) limx→−2 f(x) = limx→−2

x (x2 − 4)
sinπx

=
8

π
, 故 x = −2 为可去间断点。

(3) limx→1 f(x) = limx→1
x

x + 1
=

1

2
, 故 x = 1 为可去间断点。

(4) limx→−k f(x) = ∞, k = 1, 3, 4, 5 ⋯, 故 x = −k, k = 1, 3, 4, 5 ⋯ 为无穷间断点。

1. 原式 = limx→0 e
ln(cos 2x+2x sinx)

x4 = e
limx→0

ln(cos 2x+2x sinx)

x4 , 又由洛必达法则得

三、解答题

四、计算题
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2. 两边取对数得 ln y =
1

2
[sin

1

x
+ 1

2 ln(e−x2
+ sin √5 cosx)],

两边同时对 x 求导得 
y′

y
=

1

2
[− 1

x2 cos 1
x

+ −2xe−x2
−sin √5 sinx

2(e−x2+sin √5 cosx)
],

由此可得 y′ =
1

2
√esin 1

x √e−x2 + sin √5 cosx −
1

x2
cos

1

x
+

−2xe−x2
− sin √5 sinx

2(e−x2 + sin √5 cosx)
 。

3. 
dy

dt
= −3 +

2t

1 + t2
,
dx

dt
= 2 +

1

1 + t2
, 故 

dy

dx
=

dy
dt

dx
dx

=
−3 + 2t

1+t2

2 + 1
1+t2

,

又由 t = 0 得 k =
dy

dx t=0
= −1, 同时 (x, y)|t=0 = (3, 2),

故切线方程为 y − 2 = −(x − 3), 法线方程为 y − 2 = x − 3 。

4. f ′(x) = −x
2
3 + 2

3 (5 − x)x− 1
3 = 5(2−x)

3 3√x
(x ≠ 0), 其中 x = 0 为不可导点,

故可得下表

因而 x = 0 时有极小值 f(0) = 0,x = 2 时有极大值 f(2) = 3 3√4 。

5. 由题目, y 对 x 分别求一阶和二阶导得 y′ = −(x − 1)2e−x, y′′ = (x − 1)(3 − x)e−x 。

因而拐点分别在 x = 1 和 x = 3 对应坐标处, 即凹区间为 (−∞, 1) ∪ (3, +∞), 凸区间为 (1, 3), 拐点为 (1, 2
e )和 

(3, 10
e3 ) 。

6. limx→σ− f(x) = 2, limx→0+ f(x) = a, 由 f(x) 连续知 limx→0− f(x) = limx→0+ f(x), 即 a = 2 。
同时, 

limx→σ− f ′(x) = limx→0−

e2x − 1

x
−2

x
= 2, limx→0+ f ′(x) = limx→0+

sin bx

x
= b, 由 f(x) 可导知 

limx→0− f ′(x) = limx→0+ f ′(x), 即 b = 2 。

1. 由题可知 xn+1 = 1 +
1

xn + 1
> 1,

故 xn+1 − √2 =
√2 − 1

xn + 1
xn − √2 <

√2 − 1

2
xn − √2 < ⋯ < (

√2 − 1

2
)

n

x1 − √2 < (
√2 − 1

2
)

n

,

lim
x→0

ln(cos 2x + 2x sinx)

x4
= lim

x→0

−2 sin 2x+2 sinx+2x cosx
cos 2x+2x sin 2x

4x3

= lim
x→0

1

cos 2x + 2x sinx
lim
x→0

−2 sin 2x + 2 sinx + 2x cosx

4x3

= lim
x→0

−4 cos 2x + 2 cosx + 2 cosx − 2x sinx

12x2
= lim

x→0

8 sin 2x − 4 sinx − 2 sinx − 2x cosx

24x
=

1

3

∴ e
limx→0

ln(cos 2x+2x sinx)

x4 = e
1
3  。 

⎡⎢⎣ ⎤⎥⎦∣x (−∞, 0) (0, 2) (2, +∞)

f ′(x) f ′ < 0 f ′ > 0 f ′ < 0

五、证明题∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣22
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从而有 limn→∞ (xn+1 − √2) = 0, 进而有 limn→∞ xn+1 = √2, 亦即 limn→∞ xn = √2 。

2. 考虑 f(x) 和 f ′(x) 分别在在 x = 0 处的泰勒展开,

有 f(x) = f(0) + f ′(0)x +
1

2
f ′ (ξ1)x2 , 从而有 f(x) =

1

2
f ′′ (ξ1)x2,

以及 f ′(x) = f ′(0) + f ′′ (ξ2)x, 从而有 f ′(x) = f ′′ (ξ2)x 。

又因为 f(x) 和 f ′(x) 在 (−1, 1) 上连续, 所以 f(x) 和 f ′(x) 在 [− 1
2 , 1

2 ] 上有极大值。

我们不妨设 x = η 时能取到 M = maxx∈[− 1
2 , 1

2 ] (|f(x)| + |f ′(x)|) = (|f(η)| + |f ′(η)|)

=
1

2
|f ′′ (ξ1)|η2 + |f ′′ (ξ2)||η| ≤ M ( 1

2
η2 + η) ≤

5

8
M , 由此得 M = 0 。

综上所述, ∃δ ≥
1

2
, s.t. x ∈ (−δ, δ) 时, 有 f(x) ≡ 0 。

1. e2

2. 
3

2

3. 
1

3

4. 
dx

yy(1 + ln y)

5. 
π

6
+ √3

解析.

1. 取 ln 对数有. (1 + 2xex)
1
x = exp ( 1

x
ln (1 + 2xex)), 由 ln(1 + x) ∼ x 等价无穷小有.

limx→0
1
x

ln (1 + 2xex) = limx→0
1
x

(2xex) = limx→0 2ex = 2, 故原式极限为 e2

2. 由于 ∑n
k=1

n+k
n2+n

< ∑n
k=1

n+k
n2+k

< ∑n
k=1

n+k
n2 , 其 中 ∑n

k=1(n + k) = n2 + n(n+1)
2 = 3n2+n

2 ,

limn→+∞ ∑n
k=1

n+k
n2+n

= limn→+∞

3
2 n

2+ n
2

n2+n
= limn→+∞

3
2 + 1

2n

1+ 1
n




= 3
2 limn→+∞ ∑n

k=1
n+k
n2 = limn→+∞

3
2 n

2+ n
2

n2 = limn→+∞ ( 3
2 + 1

2n ) = 3
2

由夹逼定理可得 limn→+∞ ( n+1
n2+1

+ n+2
n2+2

+ ⋯ ⋯ + n+n
n2+n

) = 3
2

3. y′(x) = 2
3 (1 − 1

2 e
− x

2 ) 1
3√x+e

− x
2

, 因此 y′(0) = 1
3

4. dy
dx

= dy
dyy

= 1
yy(1+ln y) , 其中 dy

y

dy
= (yy)′ = (ey ln y)′

= ey ln y(1 + ln y) = yy(1 + ln y)

所以 dy = dx
yy(1+ln y)

2020 年高数上期中试题答案

一、填空题 (4′ × 5 = 20′)
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5. y(x) = x + 2 cosx, 则 y′(x) = 1 − 2 sinx, y′ ( π
6 ) = 0,x ∈ [0, π

6 ] 时 y′(x) ≥ 0, y(x) 单调递增, 

x ∈ [ π
6 , π

2 ] 时 y′(x) ≤ 0, y(x) 单调递减, 故 y ( π
6 ) = π

6 + √3 为函数 y(x) = x + 2 cosx 在 [0, π
2 ] 上的

最大值

1. 由 x → 0 时 tanx ∼ x, 1 − cosx ∼
1

2
x2, sinx ∼ x 等价无穷小代换可得

limx→0 (
tan2(3x)

1 − cos(sinx)
) = limx→0 (

(3x)2

1 − cos(sinx)
) = limx→0

(3x)2

1

2
sin2 x




= limx→0
(3x)2

1

2
x2

= 18

因此 limx→0 (
tan2(3x)

1 − cos(sinx)
) = 18 (注. 卷印刷有误, 应为 x → 0 而不是 x → ∞ )

2. 对 y(x) 求导. y(x) = esin 1
x tan ( 1

x ), y′(x) = tan 1
x (− 1

x2 cos 1
x e

sin 1
x )+ esin 1

x (− 1
x2 cos2( 1

x )
)

= − 1
x2 e

sin( 1
x ) (sin 1

x
+ 1

cos2( 1
x )
), 将 

4

π
 代入得到 y′ ( 4

π
) = −

π2

16
e

√2
2 (2 + √2

2 )

3. t = 0,x = f(0) − 1 = 1, y = f(0) = 2, 因此曲线经过点 (1, 2)

dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
=

y′(t)

x′(t)
=

2e2tf ′ (e2t − 1)
f ′(t)

, t = 0,
dy

dx
=

2f ′(0)

f ′(0)
= 2, 故切线的斜率为 2

所以切线的方程是 y = 2x

4. F(x) = limt→∞ t2 [f (x +
π

t
)− f(x)] sin

x

t

= limt→∞ (t sin

x

t
){t [f (x +

π

t
− f(x)]},

其中

limt→∞ t sin
x

t
= x limt→∞ [ t

x
sin

x

t
] = x limt→∞ t [f (x +

π

t
)− f(x)]


= π limt→∞

[f (x +
π

t
)− f(x)]
π

t

= πf ′(x)

所以 F(x) = πxf ′(x), 进一步求导得到 F ′(x) = π (f ′(x) + xf ′′(x))

5. a > 0, 因为 
α(x)

x3
=

√a − √a + x3

x3
=

−x3

x3 (√a + √a + x3)
= −

1

√a + √a + x3

由于 limx→0+

α(x)

x3
= −

1

2√a
 是一个非 0 实数, 故此时为 x 的 3 阶无穷小

a = 0,α(x) = −x√x,
α(x)

x√x
= −1, 此时为 x 的 

3

2
 阶无穷小

二、计算题 (8′ × 7 = 56′)

⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠
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因此 a > 0 时, α(x) 是 x 的 3 阶无穷小, a = 0 时, α(x) 是 x 的 
3

2
 阶无穷小

6. 在 x = 0 处由定义求导可得 f ′(0) = limx→0
f(x) − f(0)

x
= limx→0

1

x
e− 1

x2 = limt→∞
t

et2
= 0
x ≠ 0

时, 对 f(x) 直接求导有 f ′(x) = 2
x3 e

− 1
x2

因为 limx→0 f
′(x) = limx→0

2
x3 e

−
1

x2 = limt→∞
2t3

et2
= 0 = f ′(0)

所以 f ′(x) 在 x = 0 处连续

7. y(x) = x4(12 lnx − 7), y′(x) = 16x3(3 lnx − 1), y′′(x) = 144x2 lnx

因为 y′′(1) = 0, y(1) = −7, 而 x ∈ (0, 1), y′′(x) < 0,x ∈ (1, +∞), y′′(x) > 0

所以曲线的上凹区间是 (1, +∞), 上凸区间是 (0, 1), 拐点是 (1, −7)

limx→−1 f(x) 不存在, x = −1 为第一类间断点

limx→0− f(x) = − sin 1, limx→0+ f(x) = −1,x = 0 为第一类间断点

limx→1 f(x) = limx→1
x2−1

cos π
2 x

= limx→1
2π

− π
2 sin π

2 x
= −

4

π
,x = 1 为可去间断点

limx→2k+1 f(x) = ∞, k ∈ N,x = 2k + 1 为第二类间断点

连续区间为 R 中除去上述间断点的所有点

1. 不妨设 x1 < x2, ∵
f (x1 + x2) − f (x2)

x1
= f ′ (ξ1),x2 < ξ1 < x1 + x2

f (x1) − f(0)

x1
= f ′ (ξ2), 0 < ξ2 < x1 (4′) ∵ ξ2 < ξ1 ∴ f ′ (ξ2) > f ′ (ξ1) (∵ f ′′ < 0)

故 
f (x1 + x2) − f (x2)

x1
<

f (x1) − f(0)

x1
 即 f (x1 + x2) < f (x1) + f (x2)

x2 < x1 可以类似证明.

2. f(x) − f ( 1

2
) = f ′ ( 1

2
)(x −

1

2
)+

1

2
f ′′ ( 1

2
)(x −

1

2
)

2

+
f ′′(ξ)

6
(x −

1

2
)

3

f(1) = f ( 1

2
)+

1

2
f ′′ ( 1

2
) 1

22
+

1

6
f ′′′ (ξ1) f(0) = f ( 1

2
)+

1

2
f ′′ ( 1

2
) 1

22
−

1

6
f ′′′ (ξ2)

两式相减得 1 =
1

48
[f ′′′ (ξ1) + f ′′′ (ξ2)] (5′′) 取 f ′′′(ξ) = max {f ′′′ (ξ1), f ′′′ (ξ2)}

则 f ′′′(ξ) ≥ 24

1. D

三、解答题

四、证明题

2019 年高数上期中试题答案

一、选择题

25

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团



令 xn = 1
2nπ+ π

2
,( 1

xn
)

2
sin 1

xn
= (2nπ + π

2 )
2

= +∞, (n → +∞), 可见 ( 1
x )

2
sin 1

x  无界

令 xn = 1
2nπ ,( 1

xn
)

2
sin 1

xn
= 0, 可见 ( 1

x )
2

sin 1
x  并非无穷大。选

2. C

limx→0+ √|x| sin 1
x2 = limx→0− √|x| sin 1

x2 = 0, 故 limx→0 f(x) = f(0) = 0, 函数在 x = 0 处连续

f ′
+(x) = limΔx→0+

f(Δx)−f(0)
Δx

= limΔx→0+

sin 1
(Δx)2

√Δx
, 极限不存在 (证明方法与选择题第一题类似), 故函数在 x = 0

不可导

3. A

解: f(x) 为奇函数, 由对称性知, x > 0 时, f(x) 单调递增

4. D

令 f(x) = −|x|, g(x) = −x2,F(x) 在 x = 0 处不能取得极大值。令 f(x) = −|x|, g(x) = cosx,F(x) 在 
x = 0 有极大值。故不能确定 F(x) 能否在 f(x) 和 g(x) 的 极大值点取得极大值, 选 D

5. D

对于 A 选项, limh→+∞ h [f (a + 1
h ) − f(a)] = limh→+∞

f(a+ 1
h )−f(a)

1
h

= limΔx→0+
f(a+Δx)−f(a)

Δx  由题意知该

极限存在, 但是 limΔx→0−
f(a+Δx)−f(a)

Δx
 不一定存在, 所以 limΔx→0

f(a+Δx)−f(a)
Δx

 不一定存在, 即 f(x) 在 x = a 处
的导数不一定存在。对于 B、C 选项, 若 x = a 为函数的跳跃间断点, 选项中的极限存在, 导数不存在。

1. [1, e]

   f(x) 的定义域为 x ∈ [0, 1], 对于函数 f(lnx), lnx ∈ [0, 1], x ∈ [1, e]

2. ln 3

  原式

= limx→∞ ( x+a
x−a

)x = limx→∞ (1 + 2a
x−a

)x−a+a
= limx→∞ [(1 + 2a

x−a
)

x−a
2a ]

2a
(1 + 2a

x−a
)a = e2a = 9, 

a = ln 3

1. e2, e2 − 1

   limx→0−(1 + 2x)
1
x = e2, limx→0+ a sinx

x
= a 由于 f(x) 连续, e2 = b + 1 = a 解得 a = ex b = e2 − 1

1. 0,1

   易得, f(x) 的间断点包括 x = 0 和 x = 1 。对于 x = 0, limx→0+ f(x) = limx→0+
sinx
x

e
1

1−x = e 

limx→0− f(x) = limx→0−
sinx
x e

1
1−x = −e, 左右极限均存在, 为第一类间断点。对于 

x = 1, limx→1− f(x) = limx→1−
sinx
x e

1
1−x = +∞, 极限不存在, x = 1 为第二类间断点

1. 1

   limx→0
ln(1+ax)

sinx
= limx→0

ax
x

= a = 1

二、填空题
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1. 解: 原式 = lnx−2
x2 sin 2 ( 1−lnx

x
) = limx→0

2ex cosx−2
cosx = 0

2. 解: y′ = [sin 2 ( 1−lnx
x )] ⋅

−1−(1−lnx)
x2 = lnx−2

x2 sin 2 ( 1−lnx
x )

3. 解: dy
dx

= 3t2+2
et(sin t+cos t)

d2y

dx2
=

6tet(sin t + cos t) − (3t2 + 2)et ⋅ 2 cos t

e2t(sin t + cos t)2
⋅

1

et(sin t + cos t)

4. 解: 对方程两边求导, 得: [cos(xy)] (y + xy′) − 1
x+1 + 1

y
⋅ y′ = 0

注意到 x = 0 时 y = 0, 故 y′(0) = e(1 − e)

切线: y − e = e(1 − e)x

法线: y − e = 1
e(e−1) x

5. ∵ n2+1+2+…+n
n2+n

≤ 原式 ≤ n2+1+2+…+n
n2+1 =

n2+ 1
2 n(n+1)
n2+1 → 3

2 (n → +∞) 

∴ limn→∞ ( n+1
n2+1 + n+2

n2+2 + … n+n
n2+n

) = 3
2

解: (1) 当 n = 1 时, limx→0 f(x) = limx→0 x sin 1
x

= o = f(o), 故 f(x) 在 x = 0 处连续 

limx→0
f(x)−f(0)

x−0 = limx→0 sin 1
x  极限不存在, 故 f(x) 在 x = 0 处不可导

(2) 当 n = 2 时, limx→0 f(x) = limx→0 x
2 sin 1

x
= 0, limx→0

f(x)−f(0)
x−0 = limx→0 x sin 1

x
= 0, 故 f(x) 在 

x = 0 处连续且可导

当 x ≠ 0 时, limx→0 f
′(x) = 0 = f ′(0), 故 f ′(x) 在 x = 0 处连续

(3) 当 n > 2 时, limx→0 f(x) = 0, limx→0
f(x)−f(0)

x−0  极限存在, 故 f(x) 在 x = 0 处连续且可导 
limx→0 f

′(x) = limx→0 nx
n−1 sin 1

x
− xn−2 cos 1

x
) = 0 = f ′(0), 故 f ′(x) 在 x = 0 处连续

1. 

由柯西收敛原理知, 原数列收敛, 设 limx→∞ xn = α, 等式两边取极值知 α =
−1 − √5

2

2. 当 x > e, 令 f(x) = x lnx, 则 f ′(x) = 1 + lnx > 0

∴ 当 e < x1 < x2,x1 lnx1 < x2 lnx2 , 即 
lnx1

lnx2
<

x2

x1
(e < x1 < x2)

三、计算题

四、解答题

五、证明题

∵ xn+1 − xn = √1 − xn−1 − √1 − xn =
xn − xn−1

√1 − xn−1 − √1 − xn

∴ |xn+1 − xn| ≤
1

2
|xn − xn−1| ≤ … ≤

1

2n−1
|x2 − x1|

∴ ∀p ∈ N+, |xn+p − xn| ≤ |xn+p − xn+p−1| + |xn+p−1 − xn+p−2| + ⋯ + |xn+1 − xn|

|xn+p − xn| ≤ ( 1

2n+p−1
+ ⋯ +

1

2n−1
) |x2 − x1|

2018 年高数上期中试题答案 27
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1. C

解析: limx→2+ arctan
1

2 − x
= −

π
2 limx→2− arctan

1
2 − x =

π
2

2. D

解析: limx→0+ f(x) = limx→0+
1 − cosx

√x
= 0 limx→0− f(x) = limx→0− x2g(x) = 0 f(0) = 0

∴ 连续

limx→0+

f(x) − f(0)

x
= limx→0+

1 − cosx

x√x
= 0 limx→0−

f(x) − f(0)

x
= limx→0− xg(x) = 0

∴ 可导

3. C

解析: x2 − x − 2 = 0 ⇒ |x2 − x| = 0 ⇒ x = 0 或 1

limx→0+
f(x) − f(0)

x
= limx→0+

(x2 − x − 2) (x − x2)
x

= −2 

limx→0−
f(x) − f(0)

x
= limx→0−

(x2 − x − 2) (x2 − x)
x

= 2 ∴ x = 0 不可导 

limx→1+
f(x)−f(1)

x−1 = limx→1+

(x2 − x − 2) (x2 − x)
x − 1

= −2 

limx→1−
f(x) − f(0)

x − 1
= limx→1−

(x2 − x − 2) (x − x2)
x − 1

= 2 ∴ x = 1 不可导

4. B

解析: limx→a

f(x) − f(a)

(x − a)2
= limx→a

f(x) − f(a)

x − a
/(x − a) = limx→a

f ′(x)

x − a
= limx→a

f ′(x) − f ′(a)

x − a



= f ′′(a) = −1 < 0
f ′(a) = 0 ∴ 取极大值

5. B

解析: limx→0
f(1) − f(1 − x)

2x
= −1 ⇒ limx→0

f(1) − f(1 − x)

x
= f ′(1) = −2 = f ′(5)

6. A

1. 原式 = limx→∞ 2
1
2 + 1

4 +…+ 1
2x = limx→∞ 21− 1

2x = 2

2. dy = (arctanx +
x

1 + x2
−

x

1 + x2
)dx = arctanxdx

3. 原式 = limx→0
x cotx − 1

x2
= limx→0

x cosx − sinx

x2 sinx
= limx→0

cosx − x sinx − cosx

3x2
= − 1

3

4. y′ey + 6 (y + xy′) + 2x = 0 y′ =
−2x − 6y

6x + ey

又 y(0) = 0 ∴ y′(0) = 0

一、选择题

二、解答题
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5. ẋ = 3t2 + 9 ẏ = 2t − 2

dy

dx
=

ẏ

ẋ
=

2t − 2

3t2 + 9

d2y

dx2
= ( 2t − 2

3t2 + 9
)

′

/ẋ =
−2t2 + 4t + 6

9(t2 + 3)3

6. 设 f(x) = ex − 1 − xex f ′(x) = −xex < 0 ∴ f(x) 单调减

又 f(0) = 0

∴ 当 x > 0 时 f(x) < 0  即 ex − 1 − xex < 0 ⇒ ex − 1 < xex

7. f ′(x) = 1 − 2 sinx = 0 ⇒ x =
π

6
f(x) 先增后减, 在 π6  处取最大值, f ( π

6
) =

π

6
+ √3

[注：也可以算出端点值进行比较]

1. 

2. (1) 定义域: {x ∣ x ≠ −1}

f ′(x) =
4x(x + 1)

4(x + 1)4
=

x

(x + 1)3

f ′(x) = 0 ⇒ x = 0

当 x < −1 时, f ′(x) > 0; 当 −1 < x < 0 时, f ′(x) < 0; 当 x > 0 时, f ′(x) > 0

∴ 增区间: (−∞, −1), (0, +∞)

减区间: (−1, 0) 极小值: f(0) = 0

无极大值

(2) f ′′(x) = 1−2x
(x+1)4 = 0 ⇒ x = 1

2  凹区间: (−∞, −1), (−1, 1
2 ) 凸区间: ( 1

2 , +∞) 拐点: ( 1
2 , 1

18 )

limx→−1 = x2

2(x+1)2 = +∞ limx→∞ = f(x)
x

= limx→∞
x

2(x+1)2 = 0

lim
x→∞

= f(x) = lim
x→∞

x2

2(x + 1)2
=

1

2

∴ 渐近线: x = −1 (垂直渐近线); y = 1
2  (水平渐近线)

1. 证明: f(x) = f(0) + f ′(0)x + f ′′(0)
2 x2 + f ′′′(ξ)

6 x3 = f ′′(0)
2 x2 + f ′′′(ξ)

6 x3

三、解答题

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

sin ax = 0

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

e2x + b = b + 1 ∴ b + 1 = 0 ⇒ b = −1

f(0) = 0 lim
x→0+

f(x) − f(0)

x
= lim

x→0+

sin ax

x
= a lim

x→σ

f(x) − f(0)

x
= lim

x→σ

e2x − 1

x
= 2

∴ a = 2 f ′(0) = 2

 当 x > 0 时, f ′(x) = 2 cos 2x;  当 x < 0 时, f ′(x) = 2e2x

∴ f(x) = {2 cos 2x x > 0
2e2x x ≤ 0

四、证明题
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{

两式相减: f(1) − f(−1) =
1

6
[f ′′′ (ξ1) + f ′′′ (ξ2)] = 1

 令 f ′′′(η) = max{f ′′′ (ξ1), f ′′′ (ξ2)},则 f ′′′(η) >
f ′′′ (ξ1) + f ′′′ (ξ2)

2
= 3 η ∈ (−1, 1)

2. ∵ f(x) 在 [0, 1] 上连续

∴ ∃η 使得 f(η) = 1
2

由拉格朗日中值定理: ⇒ 1
f ′(x1) + 1

f ′(x2) = 2

1. e2

解析: limx→0 e
1
x ln(1+2x2)/ = limx→0 e

2πxx

x = limx→0 e
2ex = e2

2. 3

解析: n√3n < n√1 + 2n + 3n < n√3n + 3n + 3n ∵ limx→0 √n
n = 3, limx→0 √n

3⋅3n

= 3 由夹逼准则知原极限
为 3

3. 
1

3

解析: y′ =
2

3
(x + e− x

2 )
− 1

3 1 −
1

2
e

−
x

2 =
1

3

4. 0 : 1

解析: limx→0+ f(x) = b limx→0 f(x) = 1 ∴ b = 1

limx→0+

f(x) − f(0)

x
= limx→0+

1 − x2 − 1

x
= 0


limx→0+
f(x) − f(0)

x
= limx→0+

eax − 1

x
= a ∴ a = 0

5. −1; 3

解析: y′′ = 6ax + 2b = 0 ⇒ x = −
b

3a
= 1  且 2 = a + b ∴ a = −1, b = 3

1. D

解析: ln(1 + 2 sinx) − 2 sinx − 2x

2. C

f(1) = f ′′(0)
2 + f ′′′(ξ1)

6
ξ1 ∈ (0, 1)

f(−1) = f ′′(0)
2 − f ′′′(ξ2)

6
ξ2 ∈ (−1, 0)

⎧
⎨⎩

f(η)−f(0)
η

= f ′ (x1) x1 ∈ (0, η)

f(1)−f(η)
1−η

= f ′ (x2) x2 ∈ (η, 1)

2017 年高数上期中试题答案

一、填空题

⎛

⎝

⎞

⎠

二、选择题
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解析: limx→0 √|x| sin
1

x2
= 0 (因为 sin

1

x2
 有界) ∴ 连续

3. D

解析: 

limx→0
f(x)

1 − cosx
= limx→0

f(x)

1

2
x2

= 2 ⇒ limx→0
f(x)

x2
= 1 ⇒ limx→0

f(x) − f(0)

x
/x = limx→0

f(x)

x

= limx→0
f ′(x) − f ′(0)

x
= f ′′(0) = 1 > 0 f(0) = 0 f ′(0) = 0 ∴ x = 0 处取极小值

4. C

解析: 根据“奇过偶不过”画草图:

容易看出 x = 3 为拐点

证明: 令 g(x) = (x − 1)(x − 2)2(x − 4)4 , 则 y = (x − 3)3g(x) y′ = 3(x − 3)2g(x) + (x − 3)3g′(x)

y′′ = 6(x − 3)g(x) + 6(x − 3)2g′(x) + (x − 3)3g′′(x)

y′′(3) = 0

y′′ = 6g(x) + 18(x − 3)g′(x) + 9(x − 3)2g′′(x) + (x − 3)3g′′′(x) y′′(3) = 6g(3) = 2  故 x = 3 为拐点

[注: 该点的二阶导数为 0 , 三阶导数不为 0 , 是该点为拐点的充分条件。对于幂函数的 n 重根, 若 n ≥ 3 且为奇数, 则此 n
重根为函数的拐点。]

1. 原式

= limx→0
1 + x sinx − cosx

x tanx(√1 + x sinx + √cosx)
= limx→0

1 + x sinx − cosx

2x2
= limx→0

sinx + x cosx + sinx

4x

= limx→0
2 cosx + cosx − x sinx

4
=

3

4

2. y′ =

x

√x2 − 1
1 + x2 − 1

−

√x2 − 1

x
−

x lnx

√x2 − 1
x2 − 1

=
x lnx

(x2 − 1)
3
2

3. 原式 = limx→0
ex(sinx + cosx) − 2x − 1

x
= limx→0

2 cosxex − 2

1
= 0

4. ln yx = ln ex+y ⇒ x ln y = x + y ⇒ ln y +
x

y
y′ = 1 + y′ ⇒ dy =

y(ln y − 1)

y − x
dx

5. 

ẋ = 2t, ẏ = − sin t
dy

dx
=

ẏ

ẋ
= −

1

2

sin t

t

d2y

dx2
= (−

1

2

sin t

t
)

′

/ẋ = −
1

4

t cos t − sin t

t3
=

2

π3

6. y′ = 4x3(12 lnx − 7) + x4 ⋅
12

x
= 16x3(3 lnx − 1)

y′′ = 16 [3x2(3 lnx − 1) + x3 ⋅
3

x
] = 144x2 lnx = 0 ⇒ x = 1

三、解答题
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∴ 凹区间 (1, +∞) 凸区间 (0, 1) 拐点 (1, −7)

7. 

limx→0+ f(x) = limx→0− sin
π

x2 − 4
= −

√2

2
limx→0− f(x) = limx→0

x(1 + x)

cos( π
2
x)

= 0 ∴ x = 0

为跳跃间断点 limx→2 f(x) = limx→2 sin
π

x2 − 4
 不存在

∴ x = 2 为振荡间断点

limx→−1 f(x) = limx→−1
x(1 + x)

cos( π
2
x)

= limx→−1
2x + 1

−
π

2
sin( π

2
x)

= −
2

π

∴ x = −1 为可去间断点

limx→1−2k f(x) = limx→1−2k
x(1 + x)

cos( π
2
x)

= ∞

∴ x = 1 − 2k(k = 2, 3, 4 …) 为无穷间断点

连续区间为 R 除去上述间断点

8. (1) f(−1) = −f(1) = −1  令 F(x) = f(x) − x F(0) = 0

F(1) = 0

由罗尔定理: ∃ξ ∈ (0, 1) 使 F ′(ξ) = 0

即 f ′(ξ) − 1 = 0 ⇒ f ′(ξ) = 1

[注: 由拉格朗日中值定理: 
f(1) − f(−1)

1 − (−1)
= f ′(ξ) = 1, 但 ξ ∈ (−1, 1) 不在题中要求范围]

(2) 由 (1) 知 f ′(ξ) = 1, 由奇函数性质知, f ′(−ξ) = 1 令 G(x) = ex [f ′(x) − 1]

F(ξ) = F(−ξ) = 0  由罗尔定理: ∃η ∈ (−ξ, ξ) 使 G′(η) = 0

即 eη [f ′′(η) + f ′(η) − 1] = 0 ⇒ f ′′(η) + f ′(η) = 1

[注: 解此类题的技巧在于辅助函数的构建]

1. a = 1

解析: limx→0− f(x) = limx→0−
√a − √a − x

x
= limx→0−

(√a − √a − x)(√a + √a − x)

x(√a + √a − x)



= limx→0−
1

x
⋅

x

√a + √a − x
=

1

2√a

limx→0+ f(x) = limx→0+
cosx

x + 2
=

1

2

2016 年高数上期中试题答案

一、填空题
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∴
1

2√a
=

1

2

2. a = −2

解析: limx→0 f(x) = limx→0
sin 2x + e2ax − 1

x
= limx→0

2 cos 2x + 2ae2ax

1
= 2 + 2a


∴ 2 + 2a = a a = −2

3. (−10, 54)

解析: 
d2y

dx2
=

ẋÿ − ÿẍ

ẋ3
=

2 (3t2 + 9) − 6t(2t − 2)

(3t2 + 9)3
≥ 0  解得: 1 ≤ t ≤ 3

又 x = t3 + 9t 单调增 ∴ −10 < x < 54 (山凸区间一般不考虑端点)

4. 1

解析: limx→1
xx − 1

x lnx
= limx→1

ex lnx − 1

x lnx
= limx→1

(lnx + 1)elnx

lnx + 1

= limx→1 e

x lnx = 1

5. y = x +
1

e

解析: 设浙近线为 y = kx + b, 则 k = limx→∞
f(x)

x
= limx→∞

x ln(e +
1

x
)

x
= 1

b = limx→∞[f(x) − kx] = limx→∞ [x ln(e +
1

x
)− x]


= limx→∞ x ln(1 +
1

ex
) = limx→∞

1

e
ln(1 +

1

ex
)

ex

=
1

e

1. D

解析: 设 φ(x) 在 x0 处间断, 则 limx→x0

φ(x)

f(x)
=

limx→x1 φ(x)

f (x0)
≠

φ (x0)

f (x0)
.

A 反例: 若 φ(x) = , f(x) = 1, 则 φ[f(x)] = φ(1) = 1 无间断点

B 反例: 若 φ(x) = { , 则 limx→0[φ(x)]2 = 1 = [φ(0)]2 无间断点.

C 反例: 若 φ(x) = , f(x) = 1, 则 f[φ(x)] = 1 无间断点.

2. D

解析: limx→0
f(1) − f(1 − x)

2x
= limx→0

−f ′(1 − x) ⋅ (−1)

2
= limx→0

f ′(1 − x)

2
=

f ′(1)

2
= −1

∴ f ′(1) = −2

二、选择题

⎧
⎨⎩

1

x
, x ≠ 0

0, x = 0

x + 1, x ≥ 0

x − 1, x < 0

⎧
⎨⎩

1

x
, x ≠ 0

0, x = 0
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3. B

解析: 同 2018 年选择题第 4 题

4. D

解析: limx→0+ f(x) = limx→0+
1 − cosx

√x
= limx→0+

1

2
x2

√x
= 0 limx→0− f(x) = limx→0− x2g(x) = 0


∴ f(x) 在 x = 0 处连续

limx→0+

f(x) − f(0)

x
= limx→0+

1 − cosx

√x
− 0

x
= limx→0+

1

2
x2

x√x
= 0

limx→0−
f(x) − f(0)

x
= limx→0−

x2g(x)

x
= limx→0− xg(x) = 0 ∴ f(x) 在 x = 0 处可导

5. C

解析: 对 A、B, 若 f(x) = 1, 则 f ′′ (x0) = f ′ (x0) = 0 故 A、B 错误

对 D, f(x) 的最大值可在端点处 x = a 或 x = b 取到.

1. −
1

6

解析: limx→0
arctanx − x

ln (1 + 2x3)
= limx→0

1

1 + x2
− 1

6x2

1 + 2x3

= limx→0 −
1

6
⋅

1 + 2x3

1 + x2
= −

1

6

2. 2dx

解析: dy = [ 2

cos2 2x
+ 2sinx(ln 2) cosx]dx ∴ dy

x−
π

2

= (2 + 0)dx = 2dx

3. -2

解析: ∵ ey + 6xy + x2 − 1 = 0 ∴ y(0) = 0

∵ y′ey + 6 (y + xy′) + 2x = 0 ∴ y′(0) = 0

∵ y′2ey + y′′ey + 6 (y′ + y′ + xy′′) + 2 = 0

4. x = 0 为跳跃间断点: x = −1 为可去间断点:

x = −(2k + 1), k = 1, 2, ⋯ 为无穷间断点: x = 2 为震荡间断点.

解析: f(0) = − sin
1

4
limx→0+ f(x) = limx→0

x(x + 1)

cos
πx

2

= 0 ≠ f(0) limx→0+ f(x)


= limx→0+ sin
1

x2 − 4
= f(0)

三、计算题 ∣34
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∴ x = 0 处不连续, 为跳跃间断点

limx→−1 f(x) = limx→−1
x(x + 1)

cos
πx

2

= limx→−1
2x + 1

−
π

2
sin

πx

2

=
2

π
∴ x = −1 为可去间断点

当 cos
πx

2
= 0 时, limx→2k+1 f(x) = ∞ ∴ x = −(2k + 1), k = 1, 2, ⋯ 为无穷间断点

当 x = 2 时, x2 − 4 = 0, 此时 limx→2 f(x) = limx→2 sin
1

x2 − 4
 不存在 ∴ x = 2 为振荡间断点

5. (1) x ≠ 0 时 f ′(x) =
(g′(x) + e−x)x − (g(x) − e−x)

x2

x ≠ 0 时 f ′(0) = limx→0
f(x) − f(0)

x
= limx→0

g(x) − e−x

x
− 0

x



= limx→0
g(x) − e−x

x2
= limx→0

g′(x) + e−x

2x

= limx→0
g′′(x) − e−x

2
= limx→0

g′′(0) − 1

2

(2) f ′(x) =

limx→0 f
′(x) = limx→0

(g′(x) + e−x)x − g(x) + e−x

x2



= limx→0
(g′(x) + e−x) + x (g′′(x) − e−x) − g′(x) − e−x

2x

= limx→0
g′′(x) − e−x

2
=

g′′(0) − 1

2
= f ′(0) ∴ f ′(x) 在 x = 0 处连续, 即在 (−∞, +∞) 上连续

6. 同 2018 年解答题第 9 题

7. 同 2018 年解答题第 10 题

8. 设 F(x) = e−xf(x), 则存在 η 使 
F(b) − F(a)

b − a
= F ′(η)

即 
e−bf(b) − e−af(a)

b − a
= e−η [f ′(η) − f(η)] ∴ e−ηη [f ′(η) − f(η)] =

e−b − e−a

b − a

设 G(x) = e−x, 则存在 ξ 使 
G(b) − G(a)

b − a
= G′(ξ) 即 

e−b − e−a

b − a
= −e−ξ

∴ e−η [f ′(η) − f(η)] = −e−ξ eξ−η [f(η) − f ′(η)] = 1

1. a = b

解析: f(0) = a limx→0+ f(x) = limx→0+
sin bx

x
= limx→0+

bx

x
= b ∴ a = b

⎧⎪⎨⎪⎩ (g′(x) + e−x)x − (g(x) − e−x)

x2
,x ≠ 0

g′′(0) − 1

2
,x = 0

2015 年高数上期中试题答案

一、填空题
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1. 1

解析: 原式 

= limx→0
ex ln(1+tanx) − 1

x sinx
= limx→0

x ln(1 + tanx)

x sinx
= limx→0

x ln(1 + tanx)

x2
= limx→0

tanx

x
= 1

2. y = x − 1

解析: 设 y = kx + b k = limx→∞
y

x
= limx→∞

x2 + 1

x2 + x
= limx→∞

1 +
1

x2

1 +
1

x

= 1


b = limx→∞(y − kx) = limx→∞
−x + 1

x + 1
= −1

3. (−∞, 2]

解析: y′′ = (x − 2)e−x ≤ 0 ∴ x ≤ 2

4. e

解析: limx→1
ex − a

x(x − 1)
 极限存在 ∴ a = e;

1. B

同 2016 年选择题第 1 题

2. A

同 2016 年选择题第 2 题

3. C

解析: 不妨取 n = 3, f ′′(x) = 2f(x) ⋅ f ′(x) = 2f 3(x) f ′′′(x) = 6f 2(x) ⋅ f ′(x) = 6f 4(x)

归纳法知: f n(x) = 6f 2(x) ⋅ f ′(x) = n![f(x)]n+1

4. B

解析: f(x) = (x − 2)(x + 1)|x(x − 1)(x + 1)| 草图: 由图知不可导点为 x = 0 和 x = 1

5. D

解析: 同 2016 年选择题第 3 题

1. e
1
6

解析: limx→∞ (x sin
1

x
)

x2

= limx→∞ e
x2 ln(x sin

1

x
)

 令 t =
1

x
, 则 x =

1

t
 原式 

= limt→0 e

1

x2 ln
sin t

t = limt→0 e

ln sin t − ln t

r2

二、选择题

三、计算题
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lim
t→0

ln sin t − ln t

t2
= lim

t→0

cos t

sin t
−

1

t
2t

= lim
t→0

t cos t − sin t

2t2 sin t
= lim

t→0

t cos t − sin t

2t3
= lim

t→0

−t sin t

6t2
= −

1

6

2. −3(arcsin
1

x
)

2 1

|x|√x2 − 1
(x > 1 或 x < −1)

解析: y′ = 3(arcsin
1

x
)

2 −
1

x2

√1 −
1

x2

= −3(arcsin
1

x
)

2 1

|x|√x2 − 1
(x > 1 或 x < −1)

3. y =
e

2
(x − 3) + 1

解析: t = 0 时 x = 3, y = 1 ẋ|r=0 = 6t + 2 = 2

ẏey sin t + ey cos t − ẏ = 0

ẏ|t=0 = e

∴
dy

dx
=

ẏ

ẋ
=

e

2

切线方程为 y =
e

2
(x − 3) + 1

4. 
2 (x2 + y2)

(x − y)3

解析: 
1

1 + ( y

x
)

2
⋅
y′x − y

x2
=

1

2
⋅

2x + 2yy′

x2 + y2

y′x − y

x2 + y2
=

x + yy′

x2 + y2
y′x − y = x + yy′ ⇒ y′ =

x + y

x − y

y′ + y′′x − y′ = 1 + y′2 + yy′′ ⇒ y′′ =
y′2 + 1

x − y
=

( x + y

x − y
)

2

+ 1

x − y
=

2 (x2 + y2)
(x − y)3

5. (1) φ(x) = √ln(1 − x), 定义域 (−∞, 0]

(2) −
1

4√ln 2

解析: (1) f[φ(x)] = eρ
2(x) = 1 − x  又 φ(x) ≥ 0 ∴ φ(x) = √ln(1 − x)  定义域 (−∞, 0]

(2) φ′(x) =
1

2√ln(1 − x)
⋅

−1

1 − x
∴ φ′(−1) = −

1

4√ln 2

6. (2 −
2√6

3
)π

解析: V =
π

3
r2h =

π

3
(Rθ

2π
)

2

√R2 − (Rθ

2π
)

2

=
R3

24π2
θ√4π2 − θ2

⎧
⎨⎩

2πr = Rθ

h = √R2 − r2
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V ′ =
R3

24π2
(2θ√4π2 − θ2 +

−2θ ⋅ θ2

2√4π2 − θ2
) = 0 θ = 0

或 
2√6

3
π ∴ φ = 2π − θ = (2 −

2√6

3
)π 时容积最大

7. (1) 假设存在 x0, 使 g (x0) = 0, (a < x0 < b), 则 g(a) = g (x0) = g(b) = 0

由罗尔定理知: 存在 x1,x2 使 g′ (x1) = g′ (x2) = 0, (a < x1 < x0,x0 < x2 < b)

∴ 存在 x3, 使 g′′ (x3) = 0, (x1 < x3 < x2) 与 g′′(x) ≠ 0 矛盾

∴ 假设不成立 故在 (a, b) 内 g(x) ≠ 0.

(2) 令 F(x) = f(x)g′(x) − g(x)f ′(x), 则 F(a) = F(b) = 0

由罗尔定理知: 存在 ξ ∈ (a, b), 使 F ′(ξ) = 0, 即 f(ξ)g′′(ξ) − g(ξ)f ′′(ξ) = 0

又 g(x) ≠ 0, g′′(x) ≠ 0 ∴
f(ξ)

g(ξ)
=

f ′′(ξ)

g′′(ξ)

8. ∵ f ′′(x) < 0 ∴ x > 0 时 f ′(x) 为减函数 又 f ′(a) < 0 ∴ f ′(x) < 0 ∴ f(x) 在 (a + ∞) 上单调递椷

当 x0 = a +
f(a)

|f ′(a)|
 时, 存在 a < x1 < x0 使 f ′ (x1) =

f (x0) − f(a)

x0 − a
 又 f ′(x) 为减函数 

∴ f ′ (x1) < f ′(a)

即 
f (x0) − f(a)

x0 − a
< f ′(a)

f (x0) − f(a)

f(a)

|f ′(a)|

< f ′(a) f (x0) − f(a) < f ′(a) ⋅
f(a)

|f ′(a)|

f (x0) − f(a) < f ′(a) ⋅
f(a)

−f ′(a)
∴ f (x0) < 0 又 f(a) > 0, 故在 (a,x) 中必有一实根

1. 
5

2

解析: 原式

= limn→∞ 2

1

2
22 1

4
⋅

1

8
+

1

2n
+
(n − √n2 − n)(n + √n2 − n)

n + √n2 − n



= limn→∞ 2
1−

1

2n +
n

n + √n2 − n

= limn→∞ 2
1−

1

2∗ + limn→∞
1

1 +√1 −
1

n

=
5

2

2. 0 或 1

2014 年高数上期中试题答案

一、填空题

⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠⎛⎜⎝ ⎞⎟⎠ 38

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团

彭
康
学
导
团



解析: x(e 1
x − e) = 0 ⇒ x = 0 或 x = 1

3. − 2014!

解析: y =
1

x2 − 1
=

1

2
( 1

x − 1
−

1

x + 1
) ∵ ( 1

x
)

(n)

= (−1)n
n!

xn+1

∴ ( 1

x − 1
)

(e)

= (−1)n
n!

(x − 1)n+1
( 1

x + 1
)

(n)

= (−1)n
n!

(x + 1)n+1

y(n) =
1

2
[( 1

x − 1
)

(n)

− ( 1

x + 1
)

(n)

] ∴ y(2014)(0) =
1

2
[ 2014!

−1
−

2014!

1
] = −2014!

4. 
π

2
dx

解析: 令 z = 2x − 1, 则 {

x = 0 时 z = −1

dy|x=0 = arctan z2dz
z−1

=
π

4
dz =

π

4
d(2x − 1) =

π

2
dx

1. D

解析: 例如: 若 an = sin
nπ

2
, bn =

1

n sin
π

2

, 则 limn→∞ an, limn→∞ bn 均不存在, 但 

limn→∞ anbn = limn→∞
1

n
= 0

2. C

解析: 若取 x =
1

nπ
, 则 limx→0 f(x) = limn→∞ nπ sinnπ = 0

若取 x =
1

2nπ +
π

2

 则 limx→0 f(x) = limn→∞ (2nπ +
π

2
) sin(2nπ +

π

2
) = ∞ ∴ f(x) 无界但不是无

穷大

3. C

解析: ln (cosx + 2x2 − 1 + 1) ∼ cosx + 2x2 − 1 ∼ kx2

lim
x→0

cosx + 2x2 − 1

kx2
= lim

x→0

− sinx + 4x

2kx
= lim

x→0

− cosx + 4

2kx
=

3

2k

4. B

解析: f ′(0) = limx→0
f(x) − f(0)

x
= limx→0

f(x)

x
> 0 ∴ 当 x > 0 时, f(x) > 0

5. A

y = f(z)

z = 2x − 1 ∣二、选择题
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解析: 若 f ′′(x) + [f ′(x)]3 =
1 − cosx

x2
, 则 f ′′(0) + [f ′(0)]3 = limx→0

1 − cosx

x2
= limx→0

1

2
x2

x2
=

1

2

∴ f ′′(0) =
1

2
> 0  又 f ′(0) = 0 ∴ x = 0 为极小值点 

1. X

解析: 例如: y =
1

x
, a = 0, b = 1 时, 在 [δ, 1 − δ] 上一致连续, 而在 (0, 1) 上不一致连续.

2. √

解析: 设 x ∈ [x1,x2], 由凸函数定义可知: f(x) ≤ λf (x1) + (1 − λ)f (x2) 其中 λ =
x2 − x

x2 − x1

带入上式: (x2 − x1)f(x) ≤ (x2 − x)f (x1) + (x − x1)f (x2)  化简得: 
f(x) − f (x1)

x − x1
≥

f (x2) − f(x)

x2 − x

令 x1 = a,x2 = a + Δx, 则 
f(x) − f(a)

x − a
≥

f(x + Δx) − f(x)

x + Δx − x

当 Δx → 0 时: limΔx→0
f(x + Δx) − f(x)

Δx
< f ′(a) ∴ f(x) ≥ (x − a)f ′(a) + f(a)

1. 
1

L

解析: 由数学归纳法, 假设 xk =
22k−1

− 1

222−1
L

, 带入 xn+1 = xn (2 − Lxn), 得 xk+1 =
22k

− 1

22k
L

 又 x1 =
1

2L
 成立  ∴ xn =

222−1
− 1

22n−1
L

 故  lim
xn→∞

xn = lim
xn→∞

1

L
−

1

222−1
L

=
1

L

2. 2 : 5

解析: exy + sinx − y = 0 当 x = 0 时, y = 1 (y + xy′)exy + cosx − y′ = 0

当 x = 0 时, y′ = 2 (y′ + y′ + xy′)exy + (y + xy′)2
exy − sinx − y′′ = 0

当 x = 0 时, y∗ = 5

3. a = −
4

3
, b =

1

3

解析: { ∴ a = −
4

3
, b =

1

3

1. 证明: 令 f(x) =
sinx

x
,x ∈ (0,

π

2
) f ′(x) =

x cosx − sinx

x2
 令 g(x) = x cosx − sinx

则 g′(x) = cosx − x sinx − cosx = −x sinx < 0

三、判断题

四、计算题

limx→0 1 + a cos 2x + b cos 4x = 1 + a + b = 0

limx→0(1 + a cos 2x + b cos 4x)n = −4a − 16b = 0

五、证明题
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∴ g(x) 单调递减 又 g(0) = 0

∴ g(x) < 0 即 f ′(x) < 0 ∴ f(x) 单调递减

又 limx→0 f(x) = 1 lim
x→

π

2

f(x) =
2

π
∴

2

π
< f(x) < 1

即 
2

π
<

sinx

x
< 1

2. (1) 令 F(x) = f(x) − x ∵ F ( 1

2
) = f ( 1

2
)−

1

2
=

1

2
> 0 F(1) = f(1) − 1 = −1 < 0

又 F ( 1

2
) 在 [0, 1] 上连续, 在 (0, 1) 上可导 ∴ ∃ξ ∈ ( 1

2
, 1), 使 F(ξ) = 0 即 f(ξ) = ξ

(2) 令 G′(x) = [f ′(x) − λf(x) + λx − 1]e−λx 则 G(x) = e−λx[f(x) − x]

又 G(0) = f(0) = 0 G(ξ) = e−λξ[f(ξ) − ξ] = 0

由罗尔定理知: ∃η ∈ (0, ξ), 使 G′(x) = 0 即 f ′(η) − λ[f(η) − η] = 1

3. (使用闭区间套定理或 weierstrass 定理证明)

反证法: 假设 f(x) 在 [0, 1] 上有无穷多个零点, 对 [0, 1] 进行二分, 则在 [0,
1

2
] 与 [ 1

2
, 1] 中至少有一个区 间内有无穷

多个零点。对有无穷多个零点的区间在进行二分, 不断二分后总有一个区间内有无穷多个 笭点。当区间长度小于 Δx 时, 取

区间内任意两零点 x0,x0 + Δx′ , 且 |Δx′| < |Δx0|, 则 f ′ (x0) =
f (x0 + Δx′) − f (x0)

Δx′
= 0, 与 f ′ (x0) ≠ 0

矛盾。

故假设不成立, f(x) 在 [0, 1] 上只有有限个零点。

1. ln 3

解析: limx→∞ ( x + a

x − a
)

x

= limx→∞ e
x la(1+

2a

x − a
)

= limx→∞ e

2a

x − a
x

= e2a = 9 a =
ln 9

2
= ln 3

2. e−2 : e−2 − 1

解析: limx→0− f(x) = limx→0−(1 − 2x)

1

x = limx→0− e

1

x
ln(1−2x)

= limx→0− e

1

x
(−2x)

= e−2, limx→0+ f(x) = limx→0+
sin ax

x
= a

∴ { ⇒ {

3. 0; 1

2013 年高数上期中试题答案

一、填空题

a = b + 1

e−2 = b + 1

a = e−2

b = e−2 − 1
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解析: limx→0− f(x) = limx→0−
e

1

1 − x sinx

−x
= −e limx→0+ f(x) = limx→0+

e

1

1 − x sinx

−x
= e


∴ x = 0 为跳跃间断点 

limx→1+ f(x) = limx→1+ e

1

1 − x sin 1 = 0 limx→11 f(x) = limx→1− e

1

1 − x sin 1 = ∞

∴ x = 1 为无穷大间断点

4. 1

解析: ln(1 + ax) ∼ ax, sinx ∼ x ∴ a = 1

5. 
cos +x

x cosx ln a
dx

解析: y′ =

secx + tanx + x( sinx

cos2 x
+

1

cos2 x
)

x(secx + tanx) ln a
=

cosx + sinx cosx + x sinx + x

x(cosx + sinx cosx) ln a
=

cosx + x

x cosx ln a

6. 2

解析: 原式 = limn→0 (2 −
1

2n
) ⋅

√1 +
1

n2

1 +
1

n

= 2

7. 
π

6
+ √3

解析: y′ = 1 − 2 sinx = 0 ⇒ x =
π

6
y∗ = −2 cosx < 0 ∴ x =

π

6
 为极大值点 故 

ymax = y|
x−

π

6

=
π

6
+ 2 cos

π

6
=

π

6
+ √3

1. 
1

2

解析: 原式 = limx→0

1

2
x4

x4
=

1

2

2. 2 A

解析: √1 + x − 1 ∼
1

2
x limx→0

√1 + f(x) sinx − 1

x
= limx→0

1

2
f(x) sinx

x
=

1

2
limx→0 f(x) = A


⇒ limx→0 f(x) = 2 A

3. 定义法: xn+1 =
xn + 2

xn + 1
> 1 xn − √2 =

xn−1 + 2

xn−1 + 1
− √2 = 1 − √2 +

1

xn−1 + 1

二、计算题 ∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣42
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4. tan t;
1

at cos3 t

解析: ẋ = a(t cos t) ẍ = a(cos t − t sin t) ẏ = a(t sin t) ÿ = a(sin t + t cos t)

dy

dx
=

ẏ

ẋ
= tan t

d2y

dx2
=

ẋẏ − ẋẏ

ẋ3
=

1

at cos3 t

5. f ′(0) = lim
x→0

f(x) − f(0)

x
= lim

x→0

e
−

1

x2

x
= lim

y→∞

e−y2

1

y

= lim
y→∞

y

ey2
= lim

y→∞

1

2yey2
= 0


∴ f ′(x) =

lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

2

x3
e

−
1

x2 = lim
y→∞

2y3

ey
2 = lim

y→∞

6y3

2yeyy
2 = lim

y→0

3y

ey
2 = 0 = f ′(0) ∴ f ′(x) 在 x = 0 处连

续

5. 设 f(x) = sinx −
2

π
x, f ′(x) = cosx −

2

π
, f ′′(x) = − sinx < 0 ∴ f ′(x) 单调递减

又 f ′(0) = 1 −
2

π
> 0 f ′ ( π

2
) = −

2

π
< 0, ∴ f(x) 先增后减

又 f(0) = 0 f ( π
2
) = 0 ∴ f(x) > 0, 即 sinx >

2

π
x

7. f(x) = f (x0) + f ′ (x0) (x − x0) +
f ′′ (x0)

2!
(x − x0)2

∴ f(1) − f(0) = f ′(c) +
f ′′ (ξ2)

2
(1 − c2) −

f ′′ (ξ1)

2
c2

|f ′(c)| = f(1) − f(0) +
f ′′ (ξ1)

2
c2 −

f ′′ (ξ2)

2
(1 − c2)

≤ |f(1)| + |f(0)| +
1

2
|f ′′ (ξ1)|c2 +

1

2
|f ′′ (ξ2)| (1 − c2)

≤ 2a +
b

2
[c2 + (1 − c2)]

(1 − √2)xn−1 + 2 − √2

xn−1 + 1
=

√2 − 1

xn−1 + 1
xn−1 − √2 <

√2 − 1

2
xn−1 − √2 < (

√2 − 1

2
)

2

xn−1 − √2 < ⋯ <

(
√2 − 1

2
)

n−2

x2 − √2 = (
√2 − 1

2
)

n−1
3

2
− √2 < (

√2 − 1

2
)

n−1

< ε

∀ε > 0, ∃N =
ln ε

ln
√2 − 1

2

+ 1 ,  当 n > N  时,  xn − √2 < ε ∴ lim
x→∞

xn = √2∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣ ∣∣ ∣ ∣ ∣⎡⎢⎣ ⎤⎥⎦ ∣ ∣⎧⎪⎨⎪⎩ 2

x3
e

−
1

x2 x ≠ 0

0 x = 0

⎧⎪⎨⎪⎩f(0) = f(c) − cf ′(c) +
f ′′ (ξ1)

2
c2 ξ1 ∈ (0, c)

f(1) = f(c) − (1 − c)f ′(c) +
f ′′ (ξ2)

2
(1 − c2) ξ2 ∈ (c, 1)∣ ∣43
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≤ 2a +
b

2

8. 
1

2
f ′′(0)

解析: 
f(x) − f(ln(1 + x))

x − ln(1 + x)
= f ′(ξ) ln(1 + x) < ξ < x,  原式 = limx→0

f ′(ξ)[x − ln(1 + x)]

x3

= limx→0
f ′(ξ) − f ′(0)

x
⋅
x − ln(1 + x)

x2

= limx→0
f ′(ξ) − f ′(0)

x
⋅ limx→0

x − ln(1 + x)

x2

= f ′(0) ⋅ limx→0

1 −
1

x + 1
2x

= f ′(0) ⋅ limx→0 ⋅
1

2(1 + x)

=
1

2
f ′′(0)

9. 设 F(x) =
f(x)

1 + x2
 , limx→∞ F(x) = limx→∞

f(x)

1 + x2
= 0 , 

limx→∞ F ′(x) =
(1 + x2)f ′(x) − 2xf(x)

(1 + x2)2
 , ∵ 有 limx→+∞ F(x) = limx→−∞ F(x) = 0

又 F(x) 在 (−∞, +∞) 内可导, 由罗尔定理可知: ∃ξ ∈ R, 使 F ′(ξ) = 0,

即 f ′(ξ) (1 + ξ2) = 2ξf(ξ) 成立.
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